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1.1

(l. Sistem poluprovodnickih jednacina

Da bi se mogle precizno simulirati elektri¢ne karakteristike poluprovodnickih komponenata najpre
je potrebno definisati matematicki model. Jednacine koje €ine ovaj matematicki model se najcesée
nazivaju osnovne poluprovodnicke jednacine i one su izvedene iz Maxwell-ovih jednacina:

=

oD

tH=J+— 1.1
1o J+ 3 (L.1)
. 0B
tE = —— 12
ro 3 (1.2)
divD = p, (1.3)
divB = 0. (1.4)

E i D su vektori elektri¢nog polja i dielektricnog pomeraja, a H i B su vektori magnetnog polja
i magnetne indukcije, respektivno. J predstavlja gustinu struje, dok je p gustina naelektrisanja.
¥ = (x,y,z) € R su nezavisne prostorne promenljive, a ¢ > 0 vremenska promenljiva.

Pri izvodjenju osnovnih poluprovodnickih jednacina koriste se i neki osnovni izrazi iz fizicke
elektronike koji se odnose na poluprovodnike, kao i neke pretpostavke - upro$éenja, koje ne uticu
bitnije na preciznost matematickog modela.

Poisson-ova jednacina

Poisson-ova jednacina u sustini predstavlja tre¢u Maxwell-ovu jednacinu (1.3). Medjutim, ona se
mora najpre malo modifikovati, kako bi se mogla direktno primeniti za reSavanje poluprovodnickih
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problema. Najpre uvodimo relaciju izmedju vektora dielektri¢nog pomeraja D i elektri¢nog polja
E:

D=¢-E, (1.5)
gde je € dielektricna konstanta medijuma za koju se uvodi pretpostavka da je vremenski ne-
promenljiva i homogena u celom domenu poluprovodnika, ili oksida ako je on prisutan. Realno, €
je tenzor, tj. 33 matrica, ali s obzirom da smo pretpostavili da je materijal izotropan, tretiracemo
€ kao skalarnu veli¢inu. Potrebno je napomenuti da je ova pretpostavka korektna za najveci broj
simulacija karakteristika poluprovodnickih komponenata, sa izuzetkom simulacije piezoelektri¢nih
i feroelektri¢nih efekata.

U sledecem koraku, uvodimo vezu izmedju vektora elektricnog polja Ei elektrostatickog
potencijala y. ReSavamo (1.4) uvodeci vektor polja A, uz podsecanje da je "div rot" bilo kog
vektora jednako nuli:

B = rotA div(rotA) = 0. (1.6)

Ovde je uvedena jos jedna pretpostavka da je brzina svetlosti velika u poredjenju sa brzinama
nosilaca naelektrisanja koji su od interesa za simulaciju poluprovodnicke strukture. Zamenom (1.6)
u (1.2) dobijamo:

L 0A
rot <E + 8t> =0. (1.7)

Na osnovu elementarnog poznavanja diferencijalnog racuna, poznato je da se vektor polja 7 moze
izraziti kao gradijent polja, ako je rotZ=0, pa je onda vektor elektri¢nog polja:

—

JdA
5 — grady. (1.8)

Sada, zamenjujuéi (1.8) u (1.5), a zatim dobijeni rezultat u (1.3) dobijamo:

i
|

—

- JdA
D= —S-W—s-gradll/, (1.9)
div (8 . %?) +div(e- grady) = —p. (1.10)

Prvi ¢lan u (1.10) je nula posto smo uveli pretpostavku da je € homogeno, tako da konacno dobijamo
Poisson-ovu jednacinu:

div(e - grady) = —p. (1.11)
Prostorna gustina naelektrisanja p u poluprovodniku (x € Q) se moZe predstaviti kao:
p=q-(p—n+0), (1.12)

gde je g elementarno naelektrisanje, p koncentracija pozitivno naelektrisanih Supljina, n koncen-
tracija negativno naelektrisanih elektrona i C razlika koncentracija primesa (donora i akceptora).
Uvodi se pretpostavka da je oksid elektri¢no neutralan, pa je u oksidu p = 0. Konacno, dobijamo
Poisson-ovu jednacinu koja se koristi u simulaciji elektri¢nih karakteristika poluprovodnickih
komponenata:

div(grady) = = - (n—p—C). (1.13)

[CEEN
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Jednacine kontinuiteta
Jednacine kontinuiteta se mogu direktno da izvedu iz prve Maxwell-ove jednacine (1.1). Primenju-

judi operator "div" na ovu jednacinu dobijamo:

div(rotH) = divJ + ‘3’; =0. (1.14)

Gustinu struje J podelimo na dve komponente:
J=Ty4 Ty, (1.15)

gde su Jy i J_;, gustine struja elektrona i Supljina, respektivno. Dalje uvodimo pretpostavku da su
naelektrisanja u poluprovodniku, osim pokretnih naelektrisanja (elektroni i Supljine), vremenski
invarijantna, ¢ime zanemarujemo uticaje naelektrisanih defekata (vakancije, dislokacije, itd.) koji
mogu promeniti svoje naelektrisanje u vremenu. Prema tome:

aC
or
pa zamenjujudi (1.12) i (1.15) u (1.14) i imajuéi u vidu (1.16) dobijamo:

0, (1.16)

— - (9
div(Jp+Jn)+q-E(p—n)=0. (1.17)

Dobijeni rezultat je predstavljen prili¢no trivijalno, s obzirom da je uvedena pretpostavka da su
izvori i sink ukupne struje potpuno kompenzovani vremenskom promenom pokretnih nosilaca
naelektrisanja. Da bi dobili dve odvojene jednacine kontinuiteta, jednu za elektrone, a drugu za
Supljine:

L9
diVJn—q-a—’::q'R, (1.18)
Lo 0
d1vJ,,+q-a—f=q-R, (1.19)

uvodimo parametar R koji se fizicki mozZe predstaviti kao razlika brzina generacije i rekombinacije
parova elektron-Supljina. Ako je R > 0 preovladava rekombinacija, a za R < 0 generacija.

Transportne jednacine

Izvodjenje transportnih jednacdina nosilaca naelektrisanja u poluprovodniku je veoma sloZeno,
tako da ¢emo ovde pri izvodjenju neke korake preskociti, a neke relacije jednostavno dati bez
dokazivanja. Gustina struje naelektrisanih Cestica se moZe predstaviti kao proizvod naelektrisanja
Cestice, koncentracije Cestica i srednje driftovske brzine nosilaca:

-

Jp=q-p-Vp, (1.20)

Jo=—q-n-v,. (1.21)

Najvedi problem predstavlja odredjivanje veze izmedju srednje brzine nosilaca i elektricnog polja
i koncentracije nosilaca naelektrisanja. Da bi dobili informaciju o driftovskoj brzini, potrebno
je opisati koncentraciju nosilaca pomocu funkcije raspodele f,, u faznom sedmodimenzionalom
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prostoru (koordinate ¥ = (x,y,z)”, momenti k = (ky, ky,k;)T i vreme ). Funkcija raspodele odredjuje
koncentraciju nosilaca u jedinici zapremine faznog prostora, tako da se njenim integraljenjem po
zapremini V; dobija koncentracija nosilaca v(¥,7), pri ¢emu v moze biti n ili p, oznacavajuci
elektrone ili Supljine. Normalizacijom (1.22), f, se definiSe kao verovatnoca:

" 1 7 -
):4.71_3 /fv(x,k,t)-dk. (1.22)
Vi

Funkcija raspodele ima osobinu da su njeni izvodi po ¢ duz putanje Cestice u faznom prostoru
jednaki nuli, Sto je u skladu sa Liouvill-ovom teoremom:

=

d 5
Efv(fv(t)akva)a[):()- (1.23)

(1.23) u stvari predstavlja Boltzmann-ovu transportnu jednacinu u implicitnom obliku, pa se
razvojem izvoda dobija:

d 7é d%y
8f + grad, fy - + grad, fy - — i 0, (1.24)

pri ¢emu grad; predstavlja gradijentni operator u odnosu na koordinate momenta k a grad,
gradijentni operator u odnosu na prostorne } koordinate X. (1.24) pokazuje da su varijacije funkcije
raspodele u svakoj tacki faznog prostora (%, k) posledica kretanja Cestice u normalnom prostoru (¥) i
prostoru momenata (k). Izvodi ky po vremenu ¢ pomnoZeni Plank-ovom konstantom izjednacavaju
sumu svih sila F:

dk h
d—tv h=F,gdejeh = P (1.25)
pri Cemu je:
h

Ove sile se mogu podeliti u dve grupe:
Fy = Fye+ Fui, (1.27)

gde F,. obuhvata sile usled delovanja makroskopskog spoljasnjeg polja, a Fy; oznakava unutrasnje
lokalne sile usled prisustva defekata i termickih vibracija kristalne reSetke. Kako je nemoguce na
osnovu zakona dinamike izraCunati uticaj unutradnjih sila Fyina funkciju raspodele, umesto njih
se koriste statisticke zakonitosti. Uvode¢i veli¢inu Sy, (%,75’ ) -dk’ koja predstavlja verovatnocu po
jedinici vremena da ¢e nosilac u stanju k biti rasejan u zapremini dk', moZemo da piSemo:

-

Fy; > 7 = 7 7 7
grady o = [IRGEED (1= flZR.0) - $u(F)
Vi
— AEE) (1= fo (& K1) -Sy(K k)] -dE (1.28)

pri ¢emu se (1. 28) naziva sudarni integral. Prvi ¢lan podlntegralne funkcije predstavlja broj nosilaca
koji se iz stanja k rasejava u elementu zapremlne dk’ u jedinici vremena. fy (X, k ,t) predstavlja
Verovatnocu da se nosilac nalazi u stanju k. 11— fv(X, ¥ ,0)] ] je verovatnoca da je element zapremine
dk' nezauzet i da zbog toga moZe prihvatiti Cesticu. Sy (k ¥ ) daje a priori verovatnocu da ée
se rasejavanje dogoditi. U skladu sa ovim, drugi ¢lan podintegralne funkcije daje broj nosilaca
rasejanih iz elementa zapremine dk' u stanje ku jedinici vremena.
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Izvod X, po vremenu predstavlja grupnu brzinu nosilaca:

di,
. (1.29)

Smenjujudi izraze (1.25) do (1.29) u (1.24), dobija se Boltzmann-ova transportna jednacina u
eksplicitnom obliku:

=

d Fy, .
D T g fy iy grad, =
= = [IWERD - (1= @R D) -So’R)
Vk’
— fEED (1= fy(® k1)) - Sy(K k)] - dk . (1.30)

ResSavanje ove jednacine, da bi se odredile koncentracije nosilaca i driftovske brzine, predstavlja
veoma teZak problem, s obzirom da se radi o integro-diferencijalnoj jednacini sa sedam nezavisnih
promenljivih. Zbog toga se koriste iterativne metode za njeno reSavanje, koje su takodje veoma teske
i komplikovane sa numericke tacke gledista, pa je zbog toga neophodno uvesti neke pretpostavke
kako bi se procedura reSavanja pojednostavila.

Alternativna moguénost je da se Boltzmann-ova transportna jednacina reSava Monte Carlo
metodom, tj. da se simulira kretanje svake od Cestica posebno na mikroskopskom nivou, ali i ova
metoda ima svojih nedostataka zbog toga §to je veoma zahtevna u pogledu potrebnih racunarskih
resursa i potrebnog CPU vremena za reSavanje.

Zbog toga se, da bi se procedura reSavanja pojednostavila, uvode odredjene pretpostavke:

e verovatnoca rasejavanja je nezavisna od spoljasnjih sila;

e vreme trajanja sudara je daleko krace od srednjeg vremena kretanja Cestice izmedju dva

sudarna procesa;

e interakcije nosilac-nosilac su zanemarljive;

e spoljasnje sile su konstantne u okviru dimenzija koje su kompatibilne sa fizickim dimenzijama

talasnog paketa koji opisuje kretanje Cestice.
Pretpostavljajuéi da su svi procesi rasejavanja elasti¢ni, Boltzmann-ova transportna jedna-¢ina se
moze aproksimirati obi¢nom diferencijalnom jednacinom:

af, F —
j'f‘ﬂ'gradkfv"‘ﬁv'gradva :_fv fvo' (1.31)
at  h Ty

Ako pretpostavimo da u trenutku r = 0 sve spoljasnje sile prestanu da deluju i da je f,, homogeno,
tada je:

a v F@ —
8’; + % -grad fy + iy - grad, fy, = 0, (1.32)

pa onda sledi da ¢e se funkcija raspodele menjati samo zbog uticaja sudara, tako da je:

afv _ fV_fVO
5 t=- o (1.33)

pri ¢emu je reSenje ove diferencijalne jednacine:
Fo@ ) = fro(@8) + (fo(FK,0) = fuo (%K) -1/ ™. (1.34)

fvo je ravnotezna funkcija raspodele, dok je 7, vreme relaksacije, tj. vreme potrebno da se Cestica
iz eksitovanog stanja vrati u stanje ravnoteZe. Da bi dobili strujne jednacine, pomnoZi¢emo relaciju
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(1.31) grupnom brzinom #y i integraliti je po Vi, tako da dobijamo:

/ﬁv o -dk+ /uv ( gradkfv> dk+/uv iy -grad, fy)-d

Vi
:_/ﬁ N=tvo g (1.35)

Ty
Vi

Za resavanje (1.35) koristicemo poznata reSenja Cetiri integrala koja se mogu pronaci u literaturi:

L, d - d, .
/uv afv dk =47 2 (v-7), (1.36)
Vi

B ) )
/Eiv- (V-gradkfv> df = —473 By (1.37)
h mj
Vi
- 473

/uv (dy - grad, fy)-dk = W~gradx(v-kT), (1.38)
Ve v
/ﬁv'fv_fv".d%=4n3v'w. (1.39)
J Ty Ty
k

Vy je driftovska brzina, m;, efektivna masa i 7, srednje vreme sudara. Spoljasnje sile Fye se mogu
izraziti preko elektri¢nog polja E, ukoliko zanemarimo uticaj magnetnog polja, tj. Lorentz-ove sile,
kao:

Fp=—q-E, Fpe=q-E. (1.40)

Takodje, u (1.38) je pretpostavljeno da je driftovska energija nosilaca zanemarljivo mala u pored-
jenju sa njihovom termickom energijom, pa zbog toga ova relacija ne vazi za slucaj "vruéih"
nosilaca.

Koristeéi gornje relacije dobijamo diferencijalne jednacine za driftovske brzine elektrona i
Supljina:

0 N q - 1 n-v,
E(n-vn)—l—mf;‘n‘E—i-mfz'grad(n‘kT):— = (1.41)
O pi))+-Lp Bt grad(pkT) = — 202 (1.42)
i -y - .p. - . R .
9t P vr m, p n, gracip T,

koje naZalost nemaju reSenje u zatvorenom obliku. Da bi dobili neko pribliZzno reSenje, uvodimo
efektivne pokretljivosti elektrona i Supljina . i W,:

py =L (1.43)
ml’l
T

wy=122, (1.44)
m

p
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Posle mnozenja (1.41) i (1.42) odgovaraju¢im srednjim vremenima sudara 7, i naelektrisanjem
(+4¢ ili —¢q), imajuéi u vidu (1.20) 1 (1.21) kona¢no dobijamo:

ol, - | kT
%-‘]+J::quwn(E+-gM<n‘>>, (1.45)

ot n q

ol, - o1 kT

Srednja vremena sudara 7, su veoma mala i reda su desetog dela pikosekunde tako da se jed-
nacine (1.45) 1 (1.46) mogu posmatrati kao singularno perturbacione, pa zbog toga njihova reSenja
razvijamo u redove po perturbacionom parametru a to je vreme sudara:

oo

To(t) = Y T+ () (1.47)
i=0
Ip(%) = Y T (%) (1.48)
i=0
Nulti ¢lanovi redova (i = 0) su algebarske jednacine:
- | kT
Jm:q-/.tn-n<E+-grad<n->), (1.49)
n q
- S 1 kT
Jpozq‘uyp(E—-grad(n)), (1.50)
p q
tako da je:
Ty =Jno+0(1,), (1.51)
Ty =1Tpo+0(1y). (1.52)

Ako sada pretpostavimo da je temperatura reSetke konstantna (7" =const.) i uvedemo Einstein-ove
relacije:

T
Dnzun-kq, (153)

kT
D, =Hp (1.54)

kako bi definisali difuzione koeficijente D, i D, dobijamo strujne jednacine u dobro poznatom
obliku kao sumu driftovske i difuzione komponente struje:

Na kraju, sumira¢emo sve pretpostavke koje su uvedene pri izvodjenju ovih jednacina.
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e Pretpostavljeno je da su svi procesi rasejavanja elasticni, Sto znaci da je rasejavanje na
optickim fononima, koje predstavlja osnovni mehanizam rasejavanja kod GaAs, zanemareno.

e Prostorne varijacije vremena sudara i zonske strukture je zanemareno Sto podrazu-meva
sporu promenu koncentracije nosilaca.

e Zanemareni su efekti degeneracije pri aproksimaciji integrala rasejavanja.

e Zanemarene su prostorne varijacije spoljasnjih sila §to podrazumeva sporu promenu vektora
elektri¢nog polja.

e IgnoriSe se uticaj Lorentz-ove sile s obzirom da je pretpostavljeno da je B=0.

e Prostorne i vremenske varijacije temperature nosilaca su zanemarene, a takodje, pretpostavl-
jeno je da su temperature nosilaca i reSetke jednake. Zbog toga je nekorektna simulacija
difuzije "vruéih" nosilaca.

e Pretpostavljen je paraboli¢ni oblik energetskih zona, $to je dodatni razlog da se degenerisani
poluprovodnici tretiraju nekorektno.

e Dimenzije poluprovodnika su beskonace. Kod realnih struktura funkcija raspodele se menja
na veoma kompleksan i neregularan nacin u zavisnosti od granica strukture i eventualno
prisutnih kontakata i medjupovrsina.

1.4 Koncentracija nosilaca

Da bi dobijeni rezultati simulacije bili kvalitativno i kvantitativno korektni neophodni su precizni
modeli za odredjivanje koncentracije nosilaca u poluprovodnickim strukturama. Zbog toga ¢emo na-
jpre razmotriti klasi¢ne modele za modeliranje koncentracije nosilaca. Pretpostavljajuéi paraboli¢nu
i izotropnu zonsku strukturu poluprovodnika, gustina mogucih stanja u provodnoj i valentnoj zoni
u funkciji energije se moZe predstaviti kao:

4 - (2 -m* 3/2
pc(E):(h:;mn)\/EECa (1.57)

4m-(2-m*)3?
pv(E) = Tp\/EV—E. (1.58)
E. i E, predstavljaju energije dna provodne i vrha valentne zone, i njihova razlika je jednaka Sirini
zabranjene zone E, = E. — E,. Sirina zabranjene zone zavisi od temperature i u sluéaju silicijuma
se moZe dosta dobro modelirati izrazom:

7.02-10~%eV - (L)?
1108+ (%)

E,=1.17¢V — (1.59)

ili
=5 r =7 r 2
Eg=1.1785¢V —9.025-10%V - { - | =3.05:107eV - ( — ) . (1.60)

Sirine zabranjene zone osnovnih nedopiranih poluprovodni¢kih materijala na temperaturi od 300K
date su u Tabeli 1.1.

Temperaturna zavisnost efektivnih masa elektrona i Supljina modelira se polinomima, pri cemu
su vrednosti koeficijenata fitovani na osnovu eksperimentalno dobijenih rezultata:

T
mt=m,- <1.045+4.5-104. <K>> (1.61)
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Table 1.1: Sirine zabranjene zone osnovnih nedopiranih poluprovodnickih materijala na T=300K.

Poluprovodnik  E, [eV] dE,/dT [eVK™']

Si 1.12 -2.7-1074
GaAs 1.35 -5.0-107*
Ge 0.67 -3.7-1074
T T\?
my, =m, - <0.532+1.4- 1073. <K> —1.48-107°. (K) ) ) (1.62)

Vrednosti efektivnih masa osnovnih nedopiranih poluprovodnic¢kih materijala na T=300K su date u
Tabeli 1.2.

Table 1.2: Vrednosti efektivnih masa osnovnih nedopiranih poluprovodnickih materijala na T=300K.

Poluprovodnik  m, /mo  mj, /myg

Si 1.18 0.5
GaAs 0.068 0.5
Ge 0.55 0.3

Da bi dobili izraze za koncentracije nosilaca potrebno je integraliti po energiji funkciju gustine
stanja pomnozenu odgovaraju¢om funkcijom raspodele:

oo

n= [ pulE)- fi(E)-dE, (1.63)
E.
E,

pz/pv(E)-fp(E)-dE, (1.64)

oo

gde se za funkcije raspodela f,,(E) i f,(E) uzimaju Fermi-jeve funkcije:

1
fu(E) = , (1.65)
( ) 1+exp<E;gfn>
fp(E) = ! (1.66)
)4 1—|—€xp<Eflf;E> : .

Ef, 1 E¢p su Fermi-jeve energije elektrona i Supljina, respektivno. KoriS¢enjem Fermi-jevih
integrala:

[
Fl/2:/1+ey7x-dy, (1.67)
0
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(1.63) 1 (1.64) postaju:

2 Epn—E,
n=N.—=-F <f) (1.68)

NG kT

2 E,—Ef,
N, R, () 1.
P NG 1/2< T ) (1.69)

N, 1 N, predstavljaju efektivne gustine stanja u provodnoj i valentnoj zoni:

21 -kT -m\

chz-(hz) : (1.70)
21 kT -my\ 3/

No=2 () (1.71)

dok je F) /»(x), kao $to je vec reCeno, Fermijev integral koji na Zalost nema reenje u zatvorenoj
formi. Postoji viSe nacina za aproksimaciju ovog integrala, pri ¢emu je, sa stanoviSta tacnosti,
najprihvatljivija tzv. asimptotska i racionalna Chebyshev-ljeva aproksimacija. Primenom ove
aproksimacije dobija se:

Es —E.
= c* —_— s 1 2
n=N, exp< 7 > (1.72)
E,—Efp
= Ve _— . 1
p =N, exp< T ) (1.73)

U cilju potpunog razumevanja izraza za koncentraciju nosilaca neophodno je precizno definisati E,,
E, i Fermijeve energije Ey, i Ey,. Ivice zabranjene zone se mogu predstaviti kao:

Ec:Eco_SEc_Q'Wv (174)

E,=E,—8E,—q- . (1.75)

E., 1 E,, suenergije koje odgovaraju dnu provodne i vrhu valentne zone kod intrinsi¢nog poluprovod-
nika. 8E. i 8E, su pomeraji ivica zabranjene zone usled prisustva primesa u poluprovodniku, dok
je v, kao i do sada potencijal.

Fermijeve energije Er, 1 Ef, se mogu predstaviti kao:

Ew=Ei—q-¢u, (1.76)

E¢p=Ei—q- ¢p, (1.77)

gde su @, i @, kvazi-Fermijevi potencijali elektrona i Supljina koji opisuju devijaciju odgovaraju¢ih
funkcija raspodele u odnosu na ravnoteZno stanje. VaZno je napomenuti da je samo razlika izmedju
kvazi-Fermijevih potencijala i elektrostatickog potencijala relevantna za koncentraciju nosilaca.
Definisa¢emo da je elektrostati¢ki potencijal jednak nuli za intrinsi¢ni poluprovodnik kada su
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funkcije raspodele u ravnotezi, pa prema tome E; predstavlja Fermijevu energiju intrinsicnog
poluprovodnika. Koriste¢i gore navedene izraze, koncentracije elektrona i Supljina moZemo napisati
kao:

. Ei_Ec'o+5Eco Q(W_(pn)

n=N,-exp <kT > exp (kT , (1.78)
o Ev0+8Evo_Ei Q((pp_W)

p =N, -exp <kT> -exp <kT . (1.79)

Poisson-ova jednacina u odsustvu primesa i spoljasnjih sila dobija trivijalni oblik:

py=0,=0)—n(y=¢,=0)=0, (1.80)

pa se primenjujuci ovaj izraz dobija da je:

E,—E. Ev_Ei
Nc-exp< T >:Nv-exp< T ), (1.81)

odakle se veoma jednostavno mozZe izracunati intrinsi¢na Fermijeva energija E;, odnosno odredju-
jemo razliku E; i jedne granice zabranjene zone:

kT N, E
E—E.=— -In| = | —=£. 1.82
=1 n(NC) : (1.82)

Kada uslov (1.80) nije ispunjen, da bi odredili £; neophodno je resiti:

E—E E, —E
NC.Fl/Z( 'kT ) :NV-F1/2< va ) (1.83)

primenom neke od numeri¢kih metoda. Medjutim, kod skoro svih poluprovodnika E; se nalazi
na sredini zabranjene zone, udaljeno od obe granice zabranjene zone. U najveem broju ap-
likacija pogodno je definisati tzv. intrinsi¢nu koncentraciju nosilaca n;, kao geometrijsku sredinu
koncentracija nosilaca u poluprovodniku koji se nalazi u ravnoteZi:

n; =./n-p, (1.84)

pri ¢emu ovaj izraz vaZzi i u slucaju kada su u poluprovodniku prisutni defekti. Pod pretpostavkom
da za nosioce naelektrisanja vazi Boltzmann-ova statistika, n; je moguce izraunati kao:

E
ni = v/N.-N, -exp <_2-1§ ) (1.85)

Konacno, izrazi za koncentraciju elektrona i Supljina se mogu napisati u dobro poznatoj i opste
prihvadenoj formi, u funkciji 5 parametara: intrinsi¢ne koncentracije nosilaca n;, elektrostatickog
potencijala y, kvazi-Fermijevih potencijala ¢, i ¢, i temperature 7":

7= ;- exp <q(k"’;(”> (1.86)

P =n;-exp (W) (1.87)
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U prisustvu primesa iz Poisson-ove jednacine sada moZemo da izraCunamo tzv. ugradjeni
("built-in") potencijal Y, za koji se pomeraju Fermijeve energije Ey, i Efp. Pri ovom izraCunavanju
se uvodi pretpostavka da je poluprovodnik homogeno dopiran i da nema spoljasnjih uticaja. Tada je
Laplasijan elektrostati¢kog potencijala jednak nuli, pa je, pod pretpostavkom da vaZzi Boltzmann-ova
statistika, Poisson-ova jednacina:

Y
kT

) —mivexp (L) N5 Ny =0, (1.88)

i exp ( kT

Pretpostavi¢emo da se fiksna naelektrisanja C sastoje samo od jonizovanih donora N} i jonizovanih
akceptora N, :

C:Ng—NA_, (1.89)

pa se onda iz (1.88) ugradjeni potencijal moze predstaviti kao:
kT NSy —N;
Y, = — -arsinh <D A ) . (1.90)
q 2-n

Ukoliko u poluprovodniku jedan tip primesa dominira u odnosu na drugi, ovaj izraz se moZe
dodatno pojednostaviti:

kT N7
Ny >>Ny — ¢, 2 —-In (D) (1.91)
q n;
kT Ny
Ny >>Nj) —y,2——-In <A> (1.92)
q n;

Medjutim, pretpostavka da Boltzmann-ova statistika vazi ne stoji u slu¢ajevima kada je koncen-
tracija nosilaca visoka, zbog toga $to se u ovom slucaju Fermijeve energije Ey, i Er, pomeraju
preko granica zabranjene zone. U ovom slucaju, da bi se dobili korektni rezultati pri simulaciji
elektri¢nih karakteristika komponenata, neophodno je da se ugradjeni potencijal y,, odredjuje iz
daleko kompleksnijeg izraza:

2 E,—Ey, 2 Ef — E. 4 _
Nv\/ﬁFl/2<k’I‘> _NC'ﬁ.FI/Z (H +ND_NA :0, (193)

Sto ¢e biti razmatrano u okviru drugog kursa.

Jednacina provodjenja toplote

Simulacija snaznih poluprovodnickih komponenata veoma Cesto zahteva razmatranje elektroter-
mickih fenomena, tj. uticaja poviSene temperature, usled zagrevanja, na njihove elektri¢ne karak-
teristike. Naime, zbog povecéane disipacije dolazi do poveéanja temperature u nekim oblastima
komponente i ukoliko se komponenta ne hladi moZe do¢i do o$teéenja komponente i nepovratnih
promena njenih elektri¢nih karakteristika, pa ¢ak i do otkaza komponente. Zbog toga je veoma
vazno simulirati ovaj efekat i pri projektovanju komponente voditi racuna o njenom hladjenju,
tj. odvodjenju viska toplote i uspostavljanju ravnoteZnog stanja u kojem komponenta stabilno
1 pouzdano radi. Da bi se ovi efekti mogli ukljuciti u simulaciju, neophodno je da se u sistem
osnovnih poluprovodnickih jednacina ukljudi i jednacina provodjenja toplote:
aT

preo- —H = divk(T) - gradT. (1.94)
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Table 1.3: Vrednosti p i ¢ na T=300K.
Materijal ¢ [m?s2K~1] p [VAs—m™]

Si 703 2328
SiO, 782 2650
SizNy 787 3440
GaAs 351 5316
Ge 322 5323

p i c predstavljaju specifi¢nu gustinu i specifi¢nu toplotu materijala, u ovom slucaju je to najcescée
silicijum. Vrednosti ovih parametara, za materijale koji se najc¢esce koriste u poluprovodnickoj
tehnologiji su date u Tabeli 1.3. Temperaturna zavisnost p i ¢ se u ovom slucaju zanemaruje.
k(T) i H predstavljaju termi¢ku provodnost i lokalno generisanu toplotu, a njihove modele ¢emo
razmatrati nesto kasnije.

Samo odredjivanje raspodele temperature u domenu simulacije bez razmatranja uticaja tem-
peraturnog gradijenta na vrednost struje je veoma gruba aproksimacija i zadovoljava samo u vrlo
ograni¢enom broju aplikacija. Detaljnija analiza zahteva da se u jednacine gustine struja elektrona i
Supljina dodaju ¢lanovi, tako da dobijamo:

Jp = q-n-Uy -E+qcotDn-gradn—|—q-n-DZ - gradT, (1.95)

J_;, =q-p-Up E —qcotDp‘gradp—q‘p-D[T)‘gradT. (1.96)

Poslednji ¢lanovi u gornjim izrazima predstavljaju driftovsku komponentu ¢iji je uzrok temperaturni
gradijent. Termicki difuzioni koeficijenti D} i DY su dati kao:

D

Dl >~ " 1.97

n =T (1.97)
D

Dl >~ P 1.98

P o.T (1.98)

Konacno, nakon svih ovih razmatranja i izvodjenja dobijamo kompletan sistem osnovnih
poluprovodnickih jednadina, koji predstavlja "srce" svakog programa koji se koristi za simulaciju
elektri¢nih karakteristika poluprovodnickih komponenata:

div(grady) = g. (n—p—0), (1.99)
L2

diVJn—q-a—’::q'R, (1.100)
- 0

diVJp+q~a—l;:—q~R, (1.101)

Ju=q-n W, E,+q-D,gradn, (1.102)
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Jy=q-p-Hp-E,—q-D,-gradp, (1.103)
oT .
preo- —H = divk(T) - gradT. (1.104)

ReSavanjem gore navedenog sistema dobijamo raspodele razlicitih fizi¢kih veli¢ina u domenu
simulacije $to nam pomaZze da bolje shvatimo kako komponente rade i da uo¢imo neke nepravilnosti
koje su posledica loseg dizajna, a mogu da dovedu do otkaza komponente. Kori§¢enjem simulatora
ove greSke je moguée eliminisati u najranijoj fazi projektovanja sto bitno uti¢e na pojeftinjenje
komponente, tj. celog sistema, i znacajno ubrzava proces razvoja i projektovanja novih tehnologija
iuredjaja.
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[2. Modeli fizickih parametara

2.1

Osnovne poluprovodnicke jednacine, Cije je izvodjenje detaljno objasnjeno u prethodnom poglavlju,
predstavljaju set diferencijalnih jednacina koje je neophodno resiti da bi odredili raspodele odred-
jenih veli¢ina u definisanom domenu simulacije i na taj nacin simulirali elektri¢ne karakteristike
poluprovodnickih komponenata. Informaciju o geometriji komponente i raspodelu primesa u
domenu simulacije, koja takodje predstavlja jedan od fizickih parametara, dobijamo simulacijom
tehnoloskog niza za proizvodnju komponente. Pored toga, postoji jo§ nekoliko fizickih param-
etara povezanih sa osnovnim poluprovodnic¢kim jednac¢inama. Kvantitativna, pa cak i kvalitativna
simulacija elektri¢nih karakteristika zahteva precizne i uz to primenljive modele ovih parametara.

U ovom poglavlju e biti re¢i o modelima pokretljivosti elektrona i Supljina u polupro-vodniku.
Posebna paznja je posvecena preciznosti ovih modela s obzirom da oni viSest-ruko uti¢u na struju
kroz strukturu, a to je jedan od najvaZnijih rezultata koje nam simulacija daje. Takodje, dat je
i pregled novih, savremenih modela pokretljivosti koji su ugradjeni u TCAD softverske pakete.
Modeli procesa generacije i rekombinacije nosilaca, koji dominantno uti€u na parazitne struje i
probojne karakteristike komponenata su razmatrani u nastavku ovog poglavlja.

Modeliranje pokretljivosti nosilaca

U proceduri izvodjenja izraza za struju, koja je opisana u prethodnom poglavlju, uvodimo vremena
relaksacije 7, i 7,, koja odredjuju srednje vreme izmedju dva rasejavanja elektrona, odnosno
Supljina. Takodje, definiSemo i pokretljivost nosilaca i, 1 i,, s obzirom da je ovaj pojam intuitivno
daleko laksSe razumeti. Sada ¢emo razmotriti razli¢ite mehanizme koji uti¢u na pokretljivost nosilaca.
Elektroni i Supljine se u poluprovodniku rasejavaju na termicim vibracijama resetke, jonizovanim
primesama, neutralnim primesama, defektima (vakancije, intersticije i dislokacije), povr§inama
i medjupovrSinama, kao i na drugim prisutnim elektronima i Supljinama. NaZalost, najveci broj
ovih mehanizama, a posebno njihov medjusobni uticaj, je veoma komplikovan i samim tim teZak
za modeliranje pa ¢emo najpre razmotriti nekoliko dobro poznatih pristupa koji se baziraju na
fenomenoloskim izrazima koji su izvedeni na osnovu eksperimentalno dobijenih rezultata.
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Rasejavanje na termickim vibracijama kristalne resetke

Osnovni proces koji uti¢e na rasejavanje nosilaca je njihova interakcija sa termicki uzrokovanim
vibracijama atoma u kristalnoj reSetki poluprovodnika. Ove vibracije su zavisne od temperature
tako da se sa poveCanjem temperature pojacavaju vibracije $to dovodi do smanjenja pokretljivosti
elektrona i Supljina. Teorijski izvedeni izrazi za pokretljivosti u? i ,uﬁ su veoma sloZeni:

L 2V2m g-h*-Cy
B = 3 )52 B - (kT3

2.1

L_ 22w q-n*-C

By =5 G B, (T 2.2)

C| je srednja longitudinalna konstanta elasti¢nosti poluprovodnika i vrednost joj je reda 10°VAScm 3.

E. 1 E,4, su konstante deformacionog potencijala provodne i valentne zone, respektivno, i njihova
vrednost iznosi nekoliko eV. Za potrebe simulacije se umesto ovih komplikovanih koriste jednos-
tavni izrazi:

T \ ™
L_ 0, 2.
e (1) o
T \ %
L 4
My =Hp- (300]() ) (24)

pri ¢emu se temperatura daje u kelvinovim stepenima, a vrednosti konstanti pul, ,ulf, o, 10
se odredjuju fitovanjem na osnovu eksperimentalno odredjenih vrednosti pokretljivosti. U pub-
likovanim radovima vrednosti ovih koeficijenata su razliCite, a ovde su u tabeli 2.1 date njihove
maksimalne i minimalne vrednosti.

Table 2.1: Maksimalne i minimalne vrednosti parametara.

Materijal  min max min max min max min max
T ' my Ly 0 Oy
cm? cm? cm? cm’
Vs Vs Vs Vs
Si 1240 1600 438 600 22 26 22 27
GaAs 7500 9000 250 500 1 1 21 21
Ge 2694 3900 1800 1900 1.6 1.66 13 233

Sah i njegovi saradnici su predloZili neSto drugaciji model kojim se moZe odrediti vrednost
pokretljivosti nosilaca u silicijumu u temperaturnom opsegu od 4.2 do 600K:

1
L
— , 2.5
My | 1 (2.5)
T 71.5+ T —3.13
4195Sm> 2153em
Vs (3001() Vs | 300K
1

L: . 2-6
My I 1 (2.6)

—+

T —1.5 T —-3.25
2502€m L L
0255 (3001() PN 300K
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Ovaj model kombinuje rasejavanje nosilaca na akusti¢nim i optickim fononima kristalne resetke
koriste¢i jednostavno Mathiessen-ovo pravilo. Sa stanovi$ta simulacije i ugradnje ovog modela
u softverski paket, ne dobija se neko bitnije poboljSanje dobijenih rezultata simulacije u pogledu
tacnosti.

Rasejavanje na jonizovanim primesama

Slede¢i mehanizam je rasejavanje nosilaca na jonizovanim primesama. Prvi primenljivi model
izveden na osnovu teorijskih istazivanja dali su Conwell i Weiskopf:

64-€2 - (2kT)3/? T 127 -€-kT
1
. . 2.7

gde je:
()=t 8)
X)) =—-. .
8cw (1 +2)
CI predstavlja sumu jonizovanih primesa pomnoZenu njihovim naelektrisanjem:
n
Cl=) |Z|-C. (2.9)

i=1

Za najveci broj primesa koje se koriste u poluprovodnickim tehnologijama Z = 1, osim u nekim
slucajevima, kao $to je na primer proizvodnja solarnih éelija gde se koristi cink koji ima dva
akceptorska nivoa, pa kada je dvostruko jonizovan imamo da je Z = 2. Izraz (2.7) daje recipro¢nu
zavisnost pokretljivosti od ukupne koncentracije jonizovanih primesa za umereno visoke kon-
centracije, dok je u slucaju jako visokih koncentracija ova zavisnost nesto ublazena (~ CI~1/3).
Funkcijom gew (x) modelira se uticaj susednih jonizovanih primesa koje zbog Coulomb-ovog
potencijala "zaklanjaju" jedni druge, tako da postaju neaktivni kao centri rasejavanja. Brooks je
donekle popravio ovaj model uzimajuéi u obzir rasejavanje na slobodnim elektronima i Supljinama:

64- €2 (2kT)3/? T 24-m* & (kT)?
Hap = 3( ks — 8| 53 : (2.10)
q>-CI my q> I (n+p)

pri ¢emu je:

1
gp(x) = . (2.11)

In(1+x)—

14+x

(2.10) daje dobre rezultate za umereno jako dopirane poluprovodnike (CI < 10cm™3), dok za
degenerisane poluprovodnike jo§ uvek ne postoji dovoljno dobar model pokre-tljivosti. (2.7) i
(2.10) daju priblizno sli¢ne rezultate sve dok je koncentracija slobodnih nosilaca priblizno jednaka
koncentraciji jonizovanih primesa. Kada je koncentracija slobodnih nosilaca znacajno manja, $to
je slucaj kod kompenzovanih materijala i u oblasti osiromasenja, izraz (2.10) daje nizZe vrednosti
pokretljivosti zbog Cinjenice da je u tom slucaju rasejavanje na jonizovanim primesama mnogo
efikasnije.

Da bi dobili efektivnu pokretljivost, neophodno je na neki na€in povezati dve komponente
pokretljivosti koje su posledica rasejavanja na termic¢kim vibracijama kristalne reSetke i rasejavanja
na jonizovanim primesama. S obzirom da ova dva mehanizma rasejavanja nisu potpuno nezavisna
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ne moze se primeniti Mathiessen-ovo pravilo, ve¢ se koristi izraz koji su u svom radu predlozili
Debye i Conwell:

Mty = My - (1427 (Ci(x) - cos(x) + si(x) - sin(x))), (2.12)
gde je:

.yl

x= 6 ‘f” (2.13)
.un,p

Ci(x) = — / Coi(t) dt, (2.14)

. i sin(r)
si(x) = —/? -dt. (2.15)

Ovaj model je veoma komplikovan za programiranje i ugradnju u simulator pa se zbog toga koristi
daleko jednostavnija aproksimacija:

1.025
[T T —0.025 | . (2.16)

HL 0.715
1+|2126-—%
.un,p

Ovom aproksimacijom se odredjuje pokretljivost sa maksimalnom greSkom od 2% ukoliko vaZzi:

ty, <13.5-p) . (2.17)

$to i nije neko ozbiljnije ogranienje.
Drugi pristup kombinovanog modeliranja pokretljivosti nosilaca usled ova dva mehanizma
rasejavanja su predloZili Caughey i Thomas, pri ¢emu su izraz:

min

L
. My — My,
= b+ = X
1+ T

fitovali prema eksperimentalnim rezultatima. Numericke vrednosti parametara pokre-tljivosti za
elektrone i Supljine za Si na 300K, variraju u zavisnosti od autora publikovanih radova, a opseg
njihovih promena tj. njihove minimalne i maksimalne vrednosti su date u tabelama 2.2 1 2.3.
Model koji su predloZili Scharfetter i Gummel za rasejavanje na jonizovanim primesama u
silicijumu na T=300K, koji ima samo dva parametra i koji se veoma mnogo primenjuje, je:

(2.18)

L
LI __ 'unsp
un,p -

(2.19)
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Table 2.2: Opseg promene vrednosti parametara modela pokretljivosti elektrona usled rasejavanja
na jonizovanim primesama.

min min min max max max

T A o A el

2 _ 2 _
] en] [ Gl
522 0.711 8.5-10% 92 091 1.3-107

Table 2.3: Opseg promene vrednosti parametara modela pokretljivosti Supljina usled rasejavanja na
jonizovanim primesama.

min min min max max max
‘umin ap C;’ff ‘umin ap C;,ef
p p
2 _ 2 _
L lemy [E] en
477 061 63-10° 65 076 2.4-10"7

a vrednosti parametara su: C/ = 3-10'%cm~3, S, = 350, C,rff =4-10"%cm3, 5, = 8.
Konac¢no, daéemo i model koji je predloZio Sah sa saradnicima, koji kombinuje rasejavanje na
jonizovanim primesama i rasejavanje usled termickih vibracija kristalne resetke:

2 18 -3
I_onSm” 2-10°cm T
Hn =90 <1+ cI 300K ) ) (2:20)
2 18 -3
I cm 1.2-10"°cm T
—45— (1 : 2.21
Hp =B < T 300K ) ) &2
e = — L (222)
P 1
Hip  Hap

koji i pored ogranicenja o kojima je ve¢ bilo reci koristi jednostavno Mathiessen-ovo pravilo. Za
pokretljivosti ,u,ﬁ p Se koriste izrazi (2.5) i (2.6). Ovaj jednostavan model daje veoma dobre rezultate
u opsegu koncentracija (10'!,10?%)cm=3.

Rasejavanje nosilac-nosilac

Sledeéi mehanizam koji ¢emo analizirati je rasejavanje nosilac-nosilac, koji je posebno vazan
kod snaZnih komponenata, s obzirom da kod njih, kada su u stanju provodjenja, koncentracija
slobodnih nosilaca moZe biti daleko iznad koncentracije primesa. Zbog toga se umesto koncentracije
jonizovanih primesa CI mora Koristiti tzv. efektivna koncentracija CL. sy 1 pri tome se kao centri

rasejavanje ne uzimaju samo jonizovane primese ve¢ i koncentracija slobodnih elektrona i Supljina:
Cl,rr =0.34-CI+0.66- (n+p). (2.23)

Adler je predlozio model dodavanjem jednog ¢lana modelu koji su dali Caughey i Thomas, tako da
dobijamo izraz:

L _ , min
LIC __ | ,min ‘un,p :un,p

I'anp - ’LL"vP + Oy p Oy p *
Cl ' /n-p
1+ ref + ref
Cup 14-Cpp

(2.24)
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Slededi pristup, koji je takodje predlozio Adler, je daleko precizniji. Ovde je rasejavanje nosilac-
nosilac modelirano kao:

1

. 1.428-1020—V
= — , 225
H Vi p-In(1+4.54-10"cm=2- (n- p)~1/3) (2.25)

a onda je ono koris¢enjem Mathiessen-ovog pravila kombinovano sa originalnim Caughey-Thomas-
ovim modelom:

1
LIC __
iy = (2.26)

7_}_ EE—
LI C
ll'l'}’l,p I'Ll’l7p

Prakti¢no identican izraz Adler-ovom (2.25) predloZen je neSto kasnije, uz uzimanje u obzir i
temperaturne zavisnosti koeficijenata:

1 T 3/2
1.04-10% | —
cmVs <3OOK>
ut = . (2.27)

2
T
Jip-In 1+7.45-1013cm_2-<300K> (n-p)~1/3

Rasejavanje na neutralnim primesama

Rasejavanje nosilaca na neutralnim primesama nije toliko izraZeno na sobnoj temperaturi, tako
da se veoma Cesto zanemaruje. Medjutim, ovaj mehanizam postaje veoma bitan kada se radi o
simulacijama na veoma niskim temperaurama (T<77K). Jedan od prvih modela pokretljivosti koji
je davao ovu zavisnost je:

*

P : 2.28
20-aB-h-mo-£-CN ( )

q-m

N _
aun,p -

ap je Bohr-ov radijus (5.2917706-10~!"'m), dok je CN koncentracija neutralnih primesa. Izraz
kojim se nesto preciznije modelira ovaj mehanizam rasejavanja:

[,LN _ 0.O4l-q-m;kl7p ' g k-T +l‘ EN,p (2.29)
P ag-h-my-€-CN \3 \| EN,, 3 k-T |’ '

gde je:

m’ 2
ENyp = 071(eV) - (%) , (2.30)

publikovan je tek nedavno, i njime se veoma dobro modelira temperaturna zavisnost na veoma
niskim temperaturama ispod S0K. Kao i u prethodnim slu¢ajevima, ova komponenta pokretljivosti
sa ostalim mehanizmima rasejavanja je uklju¢ena pomocu Mathiessen-ovog pravila:

1
‘urﬁ{DCN: 1 = (2.31)

Zic T N
l"l’YL,[J un.p
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2.1.5 Saturacija driftovske brzine

Efekat koji veoma znacajno uti¢e na pokretljivost nosilaca je saturacija brzine nosilaca u uslovima
jakih elektri¢nih polja. Kao §to je poznato, driftovska brzina se odredjuje kao proizvod pokretljivosti
i komponente elektri¢nog polja u pravcu toka struje:

. E-J,
|0 = =ty - —, (2.32)
n
. E-J,
[V, = p, - ‘j‘” (2.33)
)4

Medjutim, navedeni izrazi vaZe samo u slucaju kada je difuziona komponenta struje zanemarljivo
mala. Zato je bolje umesto komponente elektricnog polja u pravcu toka struje koristiti gradijent
odgovarajuéeg kvazi-Fermijevog potencijala:

|0, = py - |grade,|, (2.34)

[Up| = 1, - |gradg,|. (2.35)

Verovatno prvi izraz koji razmatra uticaj zagrevanje nosilaca na njihovu driftovsku brzinu, pa
samim tim i pokretljivost, dao je jo§ davne 1951. godine Schockley:

mey
lf]CNE _ n ’ (2.36)
2
LICN
TR P (“nE">
272 8 Cs
gde je C brzina longitudinalnih akusti¢nih fonona (~ 1.66-10°cms™!).
Drugi izraz koji se veoma mnogo koristi u simulaciji je:
LICNE N
ur = n B (2.37)

En7p ﬁﬂ,p
14 | =2
Egrit

Vrednosti kriticnog polja ES" I’;’ i parametra 3, , za silicijum na T=300K se mogu naci u velikom
broju publikovanih radova koji se bave ovim modelom, dok se njihova temperaturna zavisnost
modelira pomocu izraza:

. \Y, T \!9° T 066
ET —6.98-10° — . [ —— =111 —— 2.
" 6.98-10 cm (3001() ’ B (3001() ’ (2.38)

1.68 0.17
. \Y4 T T
ECt —=1.80-10"— . [ —— =121 —— ) 2.39
P cm (3001() ’ P <3OOK> (2.39)
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Jedan drugaciji pristup modeliranju ovog problema predlozili su Scharfetter i Gummel:

LI
‘uLIE _ H . (2.40)

(E/(uL-A))? ( E )2

LIy2 .
14 (uth) uL-E/(ul-Ay+F  \ul-B

Za uu se koristi izraz 2.19, dok su vrednosti parametara: A, = 3.5- 103V/em, F, = 8.8, B, =
7.4-10°V/em, A, = 6.1-10°V/em, F, = 1.6 i B, = 2.5-10*V/cm. Ovaj model se esto pise u malo
drugadijem obliku:

L
pHE — H ) (241)

2
Lo (E/A)? +<E>

Cref+C1/S E/A+F \B

Ovaj izraz je veoma pogodan za implementaciju u programe za simulaciju zbog toga Sto se ¢lan
Uz, - B moZe predstaviti kao saturaciona brzina koja je nezavisna od rasejavanja primesa, tako da se
izvodjenjem za saturacione brzine dobijaju vrednosti:

7crn

v =1.04-10 (2.42)
03 =1.20- 107@. (2.43)
]
Vrednosti ovih brzina su veoma temperaturno zavisne i mogu se modelirati izrazima:
—0.87
cm T
VU =10""—.  — 2.44
" s < 3OOK> ’ (244)
cm T \ "%
v =8.37-100— ( —— : 245
] < 300K> (2.45)

Svakako jedan od modela koji se prvi pojavio i koji se veoma cesto Koristi je onaj koji je
predlozio Yamaguchi. U ovom modelu se koristi formula koju su dali Scharfetter i Gummel za
rasejavanje nosilaca na jonizovanim primesama i redukciju pokretljivosti usled saturacije brzine, ali
je dodat i faktor redukcije pokretljivosti zbog prisustva komponente elektricnog polja normalne na
tok struje:

1
Moy = Moy - - : (2.46)
’Exhp
Ecrlt Jn »

a vrednosti kriticnog polja za elektrone i Supljine su:

. \Y% v
E = 6.49-10% —, ES" =1.87-10*.— (2.47)
cm cm

Vecina ovde predstavljenih modela pokretljivosti je ugradjena u TCAD softverske pakete Sil-
vaco i ISE, a njihov uticaj na rezultate simulacije, kao i pregled nekih novijih modela pokretljivosti
¢e biti razmatrani u treCem delu ove skripte gde su predstavljeni primeri simulacije.
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Figure 2.1: Mehanizmi rekombinacije nosilaca u poluprovodniku.

Modeliranje generacije-rekombinacije nosilaca

Rekombinacija elektrona i Supljina je proces u kojem dolazi do anihilacije oba nosioca, tj. elektron
zauzima u jednom, ili iz vi§e koraka upraznjeno mesto. Usled razlike u energiji koju elektron
ima pre i posle procesa, ovaj proces je praen emisijom energije i u zavisnosti od toga kakva je ta
emisija procesi rekombinacije se mogu podeliti na radijativne, kod kojih dolazi do emisije protona, i
neradijativne kod kojih se oslobodjena energija u vidu kineticke energije predaje drugom elektronu.
Druga klasifikacija rekombinacionih procesa je napravljena prema nacinu na koji se proces odvija,
a vezano za energetske nivoe u zabranjenoj zoni poluprovodnika i Cestice koje ucestvuju u procesu.
Razliciti tipovi procesa rekombinacije nosilaca su prikazani na slici 2.1. Direktna ("band-to-band")
rekombinacija se deSava kada se elektron prebacuje iz provodne zone u valentnu zonu, i pri tome se
rekombinuje sa Supljinom. Ovaj direktan prelaz je tipican primer radijativne rekombinacije. Kod
indirektne ("trap") rekombinacije se deSava tzv. indirektan prelaz, pri ¢emu elektron iz provodne
zone najpre biva zahvacen energetskim nivoom koji se nalazi u zabranjenoj zoni poluprovodnika,
koji je posledica prisustva primesnih atoma ili defekata u poluprovodniku, a zatim se prebacuje
u valentnu zonu i rekombinuje sa Supljinom. Ovaj proces rekombinacije je poznat kao Shockley-
Read-Hall (SRH) rekombinacija. Konacno, Auger-ova rekombinacija u stvari predstavlja direktni
prelaz, ali u ovom slucaju se oslobodjena energija predaje drugom elektronu ili Supljini. Prisustvo
trece Cestice i njen uticaj na brzinu rekombinacije je razlog §to ovaj tip rekombinacije razmatramo
razli¢ito od direktne rekombinacije. Potrebno je napomenuti da svaki od tri opisana mehanizma
rekombinacije ima i odgovarajuci inverzni proces generacije nosilaca naelektrisanja.

Pored toga, postoje i mehanizmi generacije nosilaca naelektrisanja kojima se ne moze pridruZiti
odgovaraju¢i mehanizam rekombinacije nosilaca. To su, na primer, generacija nosilaca usled
apsorpcije svetlosti, ili generacija nosilaca usled jonizacije koja je izazvana visokoenergetskim
naelektrisanim Cesticama. Ovi procesi su u literaturi poznati kao jonizacioni procesi i oni su
Sematski prikazani na slici 2.2. Generacija nosilaca usled apsorpcije svetlosti se deSava ukoliko je
energija fotona svetlosti E,;, veCa od Sirine zabranjene zone poluprovodnika. U ovom slucaju se
generiSe par elektron-Supljina, a viSak energije E,, — E, se predaje drugom elektronu ili Supljini u
vidu kineticke energije. Generacija nosilaca usled jonizacije mlazom visokoenergetskih Cestica je
slican proces, pri cemu je razlika jedino u tome Sto energija ovih Cestica moZe biti viSestruko veca
od energije koja odgovara Sirini zabranjene zone poluprovodnika, pa se tom prilikom stvara veci
broj parova elektron-Supljina.

Na kraju, postoji i generacioni proces usled udarne jonizacije, i ovaj mehanizam generacije je
sinonim Auger-ovoj rekombinaciji, s obzirom da udarnu jonizaciju izazivaju elektroni ili Supljine
Cija je energija mnogo veca ili manja od energije koja odgovara §irini zabranjene zone. Sematski
prikaz ovog mehanizma generacije nosilaca je prikazan na slici 2.3. Visak energije koji se javlja
pri generaciji para elektron-Supljina, dovoljan je da u inverzno polarisanoj diodi u prisustvu jakih
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Figure 2.2: Generacija nosilaca usled apsorpcije svetlosti i jonizacije naelektrisanim Cesticama
velike energije.

Figure 2.3: Udarna jonizacija i lavinska multiplikacija elektrona i Supljina u prisustvu jakog
elektri¢nog polja.
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elektri¢nih polja izazove lavinsku multiplikaciju. Naime, nosioci dobijaju energiju i bivaju ubrzani
usled dejstva elektriénog polja. Dobijena kineticka energija elektrona iz valentne zone je dovoljna
da se generiSe par elektron-Supljina, a zatim dva nova generisana elektrona generiSu nove, $to
dovodi do lavinskog multiplikacionog efekta.

Jednostavni model generacije-rekombinacije nosilaca

Ovaj najjednostavniji model generacije-rekombinacije nosilaca se zasniva na pretpostavci da je
generaciono-rekombinaciona brzina proporcionalna ekscesu gustine nosilaca. Ovim modelom se
potvrdjuje Cinjenica da ne postoji rekombinacija nosilaca ako su gustine nosilaca jednake svojim
vrednostima u uslovima termicke ravnoteZe. Dobijeni izraz za rekombinaciju elektrona u p-tipu
poluprovodnika je:

Mp — 1po

Uy =Ry =Gy = =>—12, (2.48)

a slic¢an izraz vaZzi i za rekombinaciju Supljina u n-tipu poluprovodnika:

Pn — Pn0
)
Tp

Up=R,—G, = (249)
gde je parametar T srednje vreme posle kojeg se viSak koncentracije (eksces) manjinskih nosila
rekombinuje. Navedeni izrazi vaZe samo za kvazi-neutralne poluprovodnike. Brzine rekombinacije
velinskih nosilaca su jednake brzinama rekombinacije manjinskih nosilaca poSto mehanizmi
rekombinacije u stacionarnom stanju podrazumevaju jednak broj elektrona i Supljina. Zbog toga
je brzina rekombinacije vecinskih nosilaca odredjena viskom manjinskih nosilaca, pa brzinu
rekombinacije odredjuju manjinski nosioci.

Direktna rekombinacija nosilaca

Direktna rekombinacija nosilaca zavisi pre svega od gustine raspoloZivih elektrona i Supljina,
s obzirom da su i elektroni i Sipljine neophodni za proces rekombinacije. Zbog toga se mozZe
pretpostaviti da je brzina rekombinacije proporcionalna proizvodu koncentracija elektona i Supljina
n- p. U uslovima termicke ravnoteZe, brzina rekombinacije mora biti jednaka brzini generacije, s
obzirom da nema dodatne rekombinacije ili generacije. Kako je u uslovima termicke ravnoteze
n-p= niz, brzina rekombinacije je:

Up="b-(n-p—n?), (2.50)

gde je b bimolekularna rekombinaciona konstanta.

Shockley-Read-Hall rekombinacija nosilaca

Brzina rekombinacije u slu€aju indirektne rekombinacije nosilaca je data izrazom:

2
pn—m

Usgrn =
+n+2n?cosh Ei—E
P i kT

'Nt'vth'Ga (251)

ali samo izvodjenje navedenog izraza nije predmet ovog kursa. Gore navedeni izraz se moZe
uprostiti, tako da u slu€aju p >> n dobijamo:
np —1po

U,=R,—G,= L7 (2.52)
T
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dok je u slucaju da je n >> p:

_ Pn — Pn0

- (2.53)

1

e n— 2.54
g N[ 'Vth'G ( )

Povrsinska rekombinacija

Rekombinacija na povrSini poluprovodnika, kao i na medjupovrSinama koje su prisutne u strukturi
komponente moZe imati veoma veliki uticaj na elektri¢ne karakteristike. Razlog leZi u tome Sto
se na povr§inama i medjupovrSinama nalazi velika koncentracija rekombinacionih centara usled
narusavanja kristalne strukture materijala. Pored toga, veliki broj primesa i ostalih necistoéa se
nalazi na povrsini poluprovodnika, s obzirom da je ona neposredno izloZena razlicitim uticajima u
toku procesa proizvodnje. U ovom slucaju brzina rekombinacije se definiSe kao:

2
pn—n;

+n+2n%cosh M
p i kT

Us,SRH = 'Ns,t *Vih - Os. (255)

Ovaj izraz je skoro identi¢an izrazu za SHR rekombinaciju. Jedina je razlika to $to se ovde uzima u
obzir gustina trapova N, na povrSini ili medjupovrSini. Navedeni izraz se moZe uprostiti za slucaj
manjinskih nosilaca u kvazi-neutralnim oblastima, tako da na primer za elektrone u kvazi-neutralnoj
oblasti p-tipa, gde je p >> ni p >> n; tako da je E; = E; pa se dobija izraz:

Us,n = Rs,n - Gs,n = Vs(np - np0)7 (2.56)
pri ¢emu je rekombinaciona brzina v;:

Vg = Ns,t * Vih * Os (257)

Auger-ova rekombinacija

Kod Auger-ove rekombinacije se, kao $to je ve¢ reCeno, moraju posmatrati tri Cestice koje ucestvuju
u procesu rekombinacije: elektron i Supljina koji se rekombinuju u direktnom, zona-zona prelazu, i
elektron ili Supljina koji primaju viSak energije. Zbog toga je izraz za brzinu rekombinacije sli¢an
onom za brzinu kod direktne rekombinacije, s tim §to je ovde dodata i gustina elektrona i Supljina
koji primaju energiju usled anihilacije para elektron-Supljina:

Upuger = Tan(np —n}) +Tpp(np —n7). (2.58)

Navedeni izraz ima dva Clana, s obzirom da postoje dva moguca mehanizma rekombinacije.

Modeliranje termicke provodnosti

Najveci broj postojecih modela termicke provodnosti u silicijumu i germanijumu se zasniva na
radovima Glassbrenner-a i Slack-a. Formula za termi¢ku provodnost u poluprovodnicima koju su
oni predlozili je:

1
a+b-T+c- TY

k(T) (2.59)
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Table 2.4: Vrednosti parametara za modeliranje termicke provodnosti.

Parametar Si Ge
a[V-L,A"!, cm K] 0.03 0.17
bV 1AL cm] 1.56-1073 3.95-1073

c[VLA L, emK'] 1.65-10¢ 3.38-10°°

gde su a, b i c konstante Cije su vrednosti date u tabeli 2.4. Uporedjivanjem merenih rezultata
termicke provodnosti i dobijenih rezultata simulacije dobija se veoma dobro slaganje, odstupanja
su manja od 5% u temperaturnom opsegu 250-1000°C za silicijum i 50-700°C za germanijum.

Veoma dobri rezultati se dobijaju pri simulaciji elektri¢nih karakteristika komponenata i pri-
menom jednostavnog izraza:

VA T \
K(T) = 1.5486—— . [ —— . 2.60
(T) cm K (300K> (260)

Poseban problem predstavlja modeliranje termicke provodnosti kod jako dopiranih polu-provodnika
(>10"cm™3), zbog poveéanog broja nosilaca. Eksperimentala merenja poka-zuju da je u ovom
slucaju termicka provodnost manja za vise od 30%, ali se modelima koji ukljucuju i ovaj efekat
ovde necemo baviti.
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(3. Diskretizacija sistemna BSE

Sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina koji predstavlja sistem osnovnih poluprovo-dnickih
jednacina, zajedno sa definisanim domenom simulacije i odgovarajué¢im grani-¢nim uslovima, ne
moZe se resiti eksplicitno, ve¢ se mora reSavati nekom od pogodnih numerickih tehnika. ReSavanje
jednog ovakvog problema:

A?%.divgrady —n+p+C =0, (3.1)
div(D,, - gradn — p,, -n- grady) — R(y,n,p) =0, (3.2)
div(D, - gradp — - p - grady’) — R(y,n,p) =0, (3.3)

predstavlja veoma kompleksan numericki problem koji podrazumeva najpre njegovu diskretizaciju,
imajuéi u vidu domen simulacije i grani¢ne uslove a zatim i ostale probleme vezane za izbor
najpogodnije tehnike reSavanja, konvergenciju, itd. Prvi problem sa kojim se ovde susreemo je
domen simulacije, koji je najpre potrebno podeliti u konacan broj oblasti (silicijum, oksid, polisili-
cijum, itd.), u zavisnosti od strukture Cije elektri¢ne karakteristike simuliramo. Drugi problem
je diskretizacija diferencijalnih jednacina, tj. njihova aproksimacija odgovarajuc¢im algebarskim
jednacinama. U zavisnosti od izabrane metode diskretizacije u najve¢oj meri zavisi tanost resenja,
kao i CPU vreme potrebno za reSavanje problema. To se najbolje moZe videti sa slike 3.2 gde
su prikazane Cetiri metode za diskretizaciju jednog jednostavnog profila primesa. Jasno je da Ce
reSavanje na uniformnoj mreZi koja ima vise od 9000 diskretizacionih ¢vorova zahtevati najvise
CPU vremena za simulaciju. Primena metoda konacnih razlika, konacnih kutija ili kona¢nih
elemenata znacajno smanjuje broj tacaka diskretizacije u domenu simulacije i skrauje potrebno
vreme simulacije. Pored toga, primena neuniformnih i adaptivnih diskretizacionih mreza ima
svojih prednosti u pogledu brzine konvergencije pri reSavanju sistema osnovnih poluprovodnic¢kih
jednacina. Ovde ¢emo detaljno objasniti metodu konacnih razlika, dok su preostale dve metode
predmet proucavanja u okviru drugih kurseva.
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Figure 3.1: Poredjenje metoda diskretizacije.

Domen simulacije i granicni uslovi

Sistem osnovnih poluprovodnickih jednacina je potrebno resiti u domenu D € R"(n = 1,2,3)
koji u stvari predstavlja geometriju komponente. U sustini sve poluprovodnic¢ke strukture su
trodimenzionalne, medjutim, u velikom broju slucajeva dovoljno je problem reSavati u 2D, pa nekad
¢ak iu 1D, Sto zavisi od dimenzija komponente i samog problema. Na ovaj nacin se procedura
diskretizacije sistema jednacina i njihovog reSavanja mogu znacajno pojednostaviti.

Granica domena simulacije dD, koja predstavlja ravan u slu¢aju 3D simulacije, ili pravu
definisanu jednostavno sa dve tacke u slucaju 2D simulacije, se mozZe podeliti na dva dela:

0D = 0DpUdDy, 3.4

gde je dDp deo koji odgovara tzv. fizickim granicama domena, npr. medjupovrsina Si/SiO,, dok
dD, predstavlja tzv. veStaCke ("artificial") granice domena simulacije koje se uvode da bi se
komponenta Cije karakteristike simuliramo odvojila od ostalih komponenata integrisanog kola.
Na slici 3.3 prikazan je domen simulacije planarnog MOS tranzistora. Ukupni domen simulacije
jepoligonA—B—C—D—E—F —G—H —A. Sistem osnovnih poluprovodnickih jednacina se
reSava u subdomenu A —B—E —F —G—H — A, dok se u subdomenu B—C — D — E — B, koji
predstavlja izolator, reSava Laplace-ova jednacina:

div(grady) =0, (3.5)

s obzirom da se u ovoj oblasti zanemaruje prisustvo pokretnih nosilaca, tj. n = p =C = 0.

Granice A— B, E — F,C — D i B— E predstavljaju fizicke granice domena dDp, tj. tri idealna
kontakta i medjupovrSinu poluprovodnika i izolatora. GraniceA—H,B—C,D—E,F-GiG—H
su veStaCke granice dD4. Ove granice ne postoje kod realne komponente i uvode se samo za
potrebe simulacije. Medjutim, ove granice se ne uvode a priori, ve¢ na osnovu prethodnih znanja o
radu komponente. Pored ostalog, ove granice se uvode i da bi se pojednostavio postupak reSavanja
sistema osnovnih poluprovodnickih jednacina. Granica G — H predstavlja tzv. "daleku" granicu,
koja se uvodi kako bi se domen simulacije ogranic¢io samo na oblast komponente koji je od interesa
za rad komponente. Ako znamo da je debljina plocice oko 5001m, a da se skoro svi znacajniji
efekti koji utiu na rad MOS tranzistora deSavaju u uskoj oblasti uz povrSinu poluprovodnika, jasno
je da se uvodjenjem vestacke granice G — H drasticno smanjuje domen simulacije bez znacajnijeg
uticaja na ta¢nost simulacije. dDp se grubo moZe podeliti na tri dela, i to:
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P-Si

N-Si

Uniformna mreZa (8409 &vorova) MreZa konadnih razlika (1158 &vorova)

MroZa konaénih kutija (387 &worova) MraZa konadnih elemenata (264 évora)

Figure 3.2: Broj diskretizacionih ¢vorova mreZe u zavisnosti od metoda diskretizacije.

dDp = 09dDpUdDsUdD;. (3.6)

dDy je deo fizickih granica domena koji predstavlja omske kontakte, d Dg Schottky-jeve kontakte,
dok su dD; medjupovrsine poluprovodnika i izolacionih oblasti.

Kod omskog kontakta grani¢ni uslov se uvodi kao jednostavan Dirichlet-ov grani¢ni uslov gde
su povrSinski potencijal yg, koncentracije elektrona i Supljina ng i pg fiksirani. Kvazi-Fermijev
potencijali manjinskih i vecinskih nosilaca su jednaki primenjenom naponu, tj. ¢, = ¢, = V.
Povrsinski potencijal y; ima vrednost koja je konzistentna sa uslovom neutralnosti, tj. reSavanjem:

ns+N; =ps+Np (3.7)

po Vs, ng i pg, poSto su vrednosti ¢, i ¢, poznate, pod pretpostavkom da vaZi Boltzmann-ova
statistika, dobija se:

1

5= |5 =N0) +/ (95 ) 4 G
2

ps = ’L (3.9)
ns

kT
1,,3:¢,,+?1ni§:¢p_fnf. (3.10)
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C geijt D
sSors : drejn
izolator
A B E F
poluprovodnik
H G
Supstrat

Figure 3.3: Geometrija domena simulacije i granica kod planarnog MOS tranzistora.

Priroda Schottky-jevog kontakta je veoma kompleksna, medjutim, za potrebe simulacije se
najcesce koristi veoma uprosc¢en model. U programima se ovaj kontakt modelira na dva nacina,
tako Sto se definiSe funkcija izlaznog rada metala od kojeg je elektroda (WF - "Work Function"
metod) ili se definiSe brzina povrSinske rekombinacije na elektrodi (SR - "Surface Recombination"
metod).

WF metod definiSe povrsinski potencijal na Schottky-jevim kontaktima kao:

1;/5:AFFINITY—F%—Fkﬂln&—WORKFUN+Vapp1, (3.11)
2g 2q Ny
gde je AFFINITY afinitet elektrona poluprovodni¢kog materijala, E, Sirina zabranjene zone, N¢
gustina stanja u provodnoj zoni, Ny gustina stanja u valentnoj zoni i 7 temperatura. U praksi se
uzima da je:

WORKFUN = AFFINITY + ¢, (3.12)

gde je ¢p visina barijere medjupovrsine Si/SiO, u eV.

Kod SR metod Schottky-jev kontakt se definiSe preko SURF.REC parametra. U ovom slucaju
kvazi-Fermijevi nivo viSe nisu jednaki primenjenom naponu V,,,;. Umesto toga, ovi parametri se
defini$u preko strujnih grani¢nih uslova na povrsini:

A

Jon = q-VSURFN (ng — neg)exp <1f;”> , (3.13)
A

Jsp = q-VSURFN(ps — peq)exp (Ij])"b) , (3.14)

gde su Jy, i Jy, struje elektrona i Supljina na kontaktu, ng povrSinska koncentracija elektrona i
ps povrsinska koncentracija Supljina. n., i p.4 su ravnotezne koncentracije elektrona i Supljina
u uslovima kada je brzina povrSinske rekombinacije beskonacna (¢, = ¢, = V,,,1). Ako brzine
povrsinske rekombinacije elektrona i Supljina nisu definisane u ulaznoj datoteci programa, onda se
njihova vrednost racuna kao:

RICH,, - T?

VSURF, = ———, (3.15)
q-Nc
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RICH, - T?

VSURF, = N
q- Ny

(3.16)

gde su RICH,, = 110A/cm?/K? i RICH, b= 30A/cm?/K? efektivne Richardson-ove konstante elek-
trona i Supljina koje uzimaju u obzir efekte kvantno-mehanicke refleksije i tunelovanja.

Kontakt koji nije povezan sa strujnim ili naponskim izrazom i potpuno je izolovan dielektrikom
naziva se plivajuéi kontakt ("floating contact"). U najvecem broju simulatora za ovakve kontakte, a
to su na primer plivajuéi gejtovi kod EPROM-a, se uzima da je raspodela naelektrisanja:

/DdS: Ora, (3.17)
S

gde je D vektor dielektricnog pomeraja, a Q¢ injektovano naelektrisanje.
Sto se, na kraju, vestackih granica domena tice, uzimaju se tzv. prirodni granicni uslovi, tj. prvi
izvodi potencijala, koncentracije elektrona i Supljina u pravcu normale na povrSinu su jednaki nuli:

y

FI A

on

oo, (3.18)
ap

ai =

Metoda konacénih razlika

Kod klasi¢énog metoda konacnih razlika, domen simulacije u kojem se reSava sistem osnovnih
poluprovodnickih jednacina je podeljen na subregione uz pomo¢ diskretizacione mreZe koja se
formira linijama koje su paralelne koordinatnim osama. Zbog toga je ovaj pristup veoma pogodan
kod rektangularnih domena, s obzirom da se tada linije diskretizacione mreze poklapaju sa grani-
cama domena simulacije. Primer diskretizacione mreZe konac¢nih razlika je prikazan na slici 3.2.
MreZa ima NX linija paralelnih y-osi, i NY linija paralelnih x-osi, $to zna¢i da ima NX - NY ¢vorova
u kojima je potrebno odrediti reSenje sistema diferencijalnih jednacina (3.1-3.3). Zbog toga je
potrebno da se izvede algebarska jednacCina za svaki ¢vor diskretizacione mreze. Zameniéemo
najpre diferencijalne jednacine u unutra$njim ¢vorovima diskretizacione mreZe diferencnim jed-
nac¢inama primenjujuéi klasi¢nu diskretizaciju sa 5 ¢vorova. Pri tome koristimo sledece oznake,
kao $to je to prikazano na slici 3.4:

hi:xi+1—xi, = I,NX—l, (319)

kj=yjt1=yj Jj=LNY -1 (3.20)
Da bi dodatno uprostili pisanje komplikovanih izraza, usvoji¢emo da je:
i j=u(x;,y;),i=1,NX;j=1,NY, (3.21)

u,-+1/27j:u<xi—;xi+l,yj),izl,NX—l;j:l,NY, (3.22)
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1 T @
ij—1/2 o i,j+1/2

-~

Figure 3.4: Usvojena nomenklatura kod izvodjenja diskretizacije metodom konacnih razlika.

ui7j+1/2:u<x,~,yf'+2yf+‘>, i=1,NX;j=1,NY —1, (3.23)

Postoji nekoliko nacina za izvodjenje diferencnih jednacina iz diferencijalnih jednacina, a ovde
ée biti prikazan i analiziran najjednostavniji nacin. Najpre ¢emo eksplicitno predstaviti operatore
Hdivll i llgradll:

Ny y

2 — — —_— =

A < S+ ay2> ntp+C=0, (3.24)
d dn dy d on dy B

P <Dn'ax—.un‘n'ax> +87y (Dn'ay—lin'n‘ay> —R(y,n,p) =0, (3.25)
d dp oy\ 0 dp LAY _

8x<Dp'8x ‘up.p'8x>+8y(Dp.8y Np'P'Ty R(y,n,p) =0. (3.26)

Pretpostavljamo da je problem dvodimenzionalan, tako da su parcijalni izvodi svih parametara po
tre¢oj dimenziji jednaki nuli. Prema tome, ako je u tri puta diferencijabilna funkcija, onda njene
parcijalne izvode po x i y moZemo pisati kao:

P Wistpp i — Wit hig—h 92 h+n}
du = i+1/2,j i—1/2,j 4 1 i 71; 1ol 2 i—1 ’ (3.27)
ox hi +hi_y 4 ox hi + hi_

2 lv/
du = Ujjr1/2 = UWij—1/2 n ki1 — ki 37214 ' kG 4k . (3.28)
ay | ki+kiq 4 dy? ki+ki—y

2 17]
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Lokalna greska odsecanja O prakti¢no predstavlja reziduum koji dobijamo kada reSenje kontinu-
alnog problema zamenimo u diskretizacionu Semu. Ako definiSemo:

h=max(h;;i=1,NX—1), (3.29)

k=max(kj;j=1,NY —1), (3.30)

onda O(h) ili O(h?) predstavljaju linearnu ili kvadratnu gresku odsecanja. U izrazima (3.27) i (3.28)
lokalna greska odsecanja je drugog reda za slu¢aj uniformne i kvazi-uniformne diskretizacione
mreZe, pri ¢emu je kvazi-uniformna mreZa ona za koju vazi:

hii1 = hi-(1+0(hy)), i=1,NX -2, (3.31)

ki1 =k;- (14 0(k))), j=1,NY —2. (3.32)

Medjutim, kao $to je ve¢ nekoliko puta spomenuto, reSenje poluprovodnickih jednacina se u nekim
delovima domena simulacije veoma brzo menja, dok je u drugim delovima skoro konstantno, tako
da je u najvecem broju slucajeva neophodna veoma neuniformna diskretizaciona mreza kako bi se
smanjio broj diskretizacionih tacaka. U tim slu¢ajevima usvajamo najgori sluc¢aj po nas da je lokalna
greska odsecanja prvog reda, tako da sistem osnovnih poluprovodnickih jednacina (3.24-3.26), za
diskretizacione ¢vorove u unutras$njosti domena simulacije (1 <i < NX i1 < j < NY), moZemo
napisati u slede¢em obliku:

d l[/| 81//|
SliH1/2,) T 3 li—1/2,) 03
;LZ( dx dx (h)- 21‘114_
hi +hixq ox3 "
2
81//1 81//|
oy btz T glij-1/2 93
+- 2 Y +0(k)-7l§/i,j)_
kit ki1 dy
2
—njj+pij+Cij=0. (3.33)
Sli¢no Poisson-ovoj jednacini, jednacina kontinuiteta za elektrone postaje:
(—Jnx)‘iJrl/Z,j - (_Jnx)|i71/2,j +O(h)- a2JZx |i,j n
hi 4+ hi 4 dx
2
CImllijea = FImligorz o 82J;y -
ki+kj_1 dy
2
—R(y,n,p)li; = 0. (3.34)
Jux 1Jyy predstavljaju skalirane gustine struje elektrona u x i y smeru, respektivno:
d an
Ju=tnn- 55 =D, 5, (3.35)
d d
Iy =ty 22—, 2" (3.36)

dy dy’
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Na sli¢an nacin se dobija jednacina kontinuiteta za Supljine:

(—Tp)lit1/2,i = (=Ip)liz1/2, 9% s
hi+h;_y +0(h): o0x? i+
2
(=Ipp)lijr12 = (=Ipy)ij—1/2 o) %’M B
kj+kj_1 ayz
2
—R(y,n,p)lij =0. (3.37)

Jpx 1)y predstavljaju skalirane gustine struje Supljina u x i y smeru, respektivno:

P J

Jpx:.up‘P'iailﬂLDp'aiiv (3.38)
J J

J,,y:u,,-p-a—‘;’JrD,,-a—‘;’. (3.39)

Sledeci korak je zamena vrednosti dy/dx, /Ay, Jux, Juy, Jpx i Jpy u srediSnjim tackama
odgovarajucim diferencnim aproksimacijama. Koristi se pretpostavka da su vrednosti ovih veli¢ina
konstantne u okviru svakog intervala, pa se za elektrostaticki potencijal dobija:

dy Vil — Vi Py
g\m/z,j = %4‘0(}12) : ﬁ’m/z,p (3.40)
Iy Viji1— Vij Iy
7y|i.,j+l/2 = % +0(k*)- Ty3|i,j+1/2- (3.41)

Posle zamene u (3.33) dobijamo:

Virlj—Vij Vij— Vi1 Vit —Vij Vij—Vij-1

2( hi hi—1 n k;j ki )
hi+hiyy kj+kji
2 2
—n;j+pij+C;=0. (3.42)

Ovako dobijena diskretizovana Poisson-ova jednacina ima lokalnu gresku odsecanja koja je pro-
porcionalna rastojanju izmedju ¢vorova diskretizacione mreZe i treCem izvodu elektrostatickog
potencijala u slu¢aju neuniformne mreze.

Diskretizacija jednacina kontinuiteta je daleko sloZeniji problem i zbog toga ¢emo ovde
preskociti neke korake u proceduri diskretizacije. Naime, cilj nije da studenti naue kompletnu
proceduru diskretizacije ovako sloZenih izraza, ve¢ da se samo upoznaju sa postupcima i na¢inom
diskretizacije, a to su na primeru Poisson-ove jednacine mogli da nauce.

Uvodjenjem odredjenih aproksimacija, koje su prvi predloZili Sharfetter i Gummel, dobija se
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diskretna forma jednacine kontinuiteta za elektrone:

Vitl,j — Vij Vij— Vitl,j
Bl ——— | nip1j—B| — | 'nij
Ut Ut

Dalit1/2,- b+
by ——————
2
Ut Ut '
_Dn’ifl/Z,j’ hi+hi—1 +
hi—l'T
Yij+1— Vi Vij = Vij+1
Bl ————— | mijn—B| —— | 'nij
Ut Ut
+Dnlijr1/2- ki+ki -
k_/,%
Ut Ut '
—Dn’i,jfl/Z’ kj+kj—l -
kj,l'?
_R(Wanap)hJ =0. (343)

Potpuno analogno se dobija i diskretna forma jednacine kontinuiteta za Supljine:

Vit1,j — Vi Vij = Vir1,j
B Pit1,j—B| —————— | pi;

D,| Ut Ut
PH/2 , hi+hi
i 2
Vij— VYi-1,j Yio1,j— Vi,
b, B(m) PB(w) s
Pl hi+hi_
h[—I‘T
+D | Ut Pi,j+1 Ul’ Pi.j
i1/2
pli,j+1/ kj +kj_1
kj.T
Vij— Vi j-1 Vij-1— Vi
b, o S
~Dplij 12 _
pli,j—1/ kj +kj_]
k./—I‘T
—R(y;n,p)li; =0, (3.44)
gde je B Bernoulli-jeva funkcija definisana kao:
X
B(x) = . 3.45
)=~ (3.45)

Sada kada kona¢no imamo diskretizovan sistem osnovnih poluprovodnickih jednacina, pri-
menom odgovarajuéih numeri¢kih metoda i tehnika mogucde je reSiti ovaj veoma sloZen problem.
U delu skripte koji se odnosi na primere simulacije dati su neki komentari koji ¢e studentima biti
od velike koristi za izbor odgovaraju¢e metode za reSavanje nekih specifi¢nih problema, kao i za
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definisanje nekih parametara numeri¢kih metoda. Medjutim, detaljnija analiza samih numerickih
tehnika je predmet nekih drugih kurseva.
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