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1. KRISTALNO ČVRSTO STANJE 
 

TEORIJSKI PREGLED 

Kristalno čvrsto stanje je čvrsto stanje u kome su joni, atomi, molekuli ili grupe molekula 

pravilno i sa određenom simetrijom raspoređuju u trodimenzionalnom prostoru. Periodičnost ili 

uređenost drugog reda je jedno od najznačajnijih svojstava kristalnog stanja. Kristalna rešetka 

se definiše osnovnim vektorima translacije  ⃗,  ⃗⃗,  ⃗ i uglovima koje međusobno zaklapaju ovi 

vektori. Na osnovu intenziteta ovih vektora i uglova razlikujemo sedam kristalnih sistema. U 

okviru kristalnih sistema postoji više tipova kristalnih rešetki sa različitom prostornom 

simetrijom, tako da se izdvaja ukupno četrnaest Braveovih kristalnih rešetki. 

Kristalni sistem Intezitet osnovnih 

vektora translacije 
Uglovi između 

vektora translacije 
Broj Braveovih 

rešetki 

Kubni a=b=c = 3 

Tetragonalni a=bc = 2 

Ortorombični abc = 4 

Monoklinični abc = 2 

Romboedarski a=b=c  1 

Triklinični abc  1 

Heksagonalni a=bc , =23 1 

 

Najčešći tip kristalnih sistema je kubni kod koga je: a=b=c i ===90 (, ,  - uglovi izmedju 

vektora cba


,, ). U okviru ovog sistema postoje tri tipa Braveovih rešetki: 

 prosta kubna reštka – PK, 

 površinski centrirana kubna rešetka – PCK, 

 zapreminski centrirana kubna rešetka – ZCK. 

Na osnovu položaja izgradjivača u kristalnoj rešetki i njihovih radijusa izračunavaju se parametri 

kristalne strukture. Konstanta rešetke označava se sa a. Stepen pripadnosti ni predstavlja broj 

izgradjivača po elementarnoj ćeliji. Gustina kristala d se može izračunati na osnovu formule: 

A

i

NV

Mn
d




  

gde je: M - atomska odnosno molekulska masa izgradjivača (g/mol ili kg/kmol), V - zapremina 

elementarne ćelije (za kubni sistem 3aV  ), NA - Avogadrov broj ( 6.0210
23

 mol
-1

 tj. 6.0210
26 

kmol
-1

). 

 

Broj elementarnih ćelija u jedinici zapremine kristala računa se na osnovu formule: 

V
n

1
 . 
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Koncentracija atoma je broj atoma u jedinici zapremine i računa se kao: 

V

n
n i

v  . 

Molarna zapremina predstavlja odnos molekulske mase i gustine: 
















kmol

m

n

NV

NV

Mn

M

d

M
V

i

A

A

i
mol

3

 

Koeficijent popunjenosti je: 

V

Vn
q ii   

gde je Vi zapremina jednog izgradjivača, ni stepen pripadnosti, V zapremina svih atoma u 

elementarnoj ćeliji. 

Karakteristika kristalne rešetke je koordinacioni broj Zk koji predstavlja broj najbližih suseda na 

podjednakom rastojanju od referentnog izgradjivača u kristalnoj rešetki. Za PK rešetku je Zk=6, 

za PCK je Zk=12, dok je za ZDC vrednost Zk=8. 
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PK PCK ZCK 

   

  
 

ra 2  

33 8raV   

3

3

4
rVi   

22

24

ra

ar




 

216 33 raV   
3

4

34

r
a

ar





 

9

364 3
3 r

aV   

1
8

1
8 in  4

2

1
6

8

1
8 in  

 

21
8

1
8 in  

 

6







V

Vn
q ii  

6

2





V

Vn
q ii  

8

3





V

Vn
q ii  
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ZADATAK 1. Na 20C gvožđe (Fe) kristališe u ZCK sistemu. Radijus jona iznosi r=0.1238 nm. 

Izračunati: 

a)  broj jona po elementarnoj ćeliji 

b)  konstantu rešetke 

c)  zapreminu elementarne ćelije 

d)  gustinu gvožđa.  

 

Atomska masa gvožđa je AFe = 55.9 g/mol. 

Rešenje: 

a) 21
8

1
8 in  

b) U ZCK sistemu joni se dodiruju po prostornoj dijagonali: 

Dr 4  

34 ar   

3

10238.14

3

4 10 mr
a


  

ma 101086.2   

c)   3303103 104.231086.2 mVaV    

d) 
  3

3

126330
1095.7

1002.6104.23

9.552

m

kg

kmolm

kmol

kg

d
VN

Mn
d

A

i 






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ZADATAK  2. Kristal Al čija je atomska masa M=26.98, a gustina d=2.7·10
3
 kg/m

3 
karakteriše 

PCK tip rešetke. 

 

a) Izračunati konstantu kristalne rešetke. 

b) Odrediti radijus jona Al. 

c) Odrediti koeficijent popunjenosti. 

 

Rešenje: 

a) )(4,3
3

PCKn
dN

Mn
a

Na

Mn
d i

A

i

A

i   

ma 1010049.4   
b)  

m
a

rar 101042.1
4

2
24 

 

c) 
V

Vn
q ii   

293103 10199.114.3)1042.1(
3

4

3

4   rVi m
3 

V=a
3
=(4.0510

-10
)
3
=6.6410

-29
m

3 

722.0
1064.6

10199.14
29

29













V

Vn
q ii  
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2. MILEROVI INDEKSI 
 

TEORIJSKI PREGLED 

Milerovi indeksi se koriste za označavanje ravni i pravaca u kristalu i obeležavaju se sa (h k l). 

Za ravan koja na koordinatnim osama odseca odsečke x, y, z Milerovi indeksi se odredjuju 

sledećim postupkom: Odsečci se izraze preko ivica elementarne ćelije: 
x

a

y

b

z

c
, , , a zatim nađu 

recipročne vrednosti ovih izraza: 
a

x

b

y

c

z
, , . Nalaženjem zajedničkog sadržaoca n NZS

x

a

y

b

z

c










, ,  

Milerovi indeksi se odrede kao celi brojevi pri čemu se zadržava proporcija odsečaka: 

z

c
nl

y

b
nk

x

a
nh  ,, . Ravan koja ne seče neku od koordinatnih osa ima odgovarajući indeks 

0. Ako ravan seče osu u negativnom delu, indeks je negativan i označava se crticom iznad 

indeksa, npr.  h k l . Sve ravni koje su paralelne i fizički ekvivalentne datoj ravni imaju iste 

Milerove indekse i takva familija ravni se označava sa  h k l . Ako su poznati Milerovi indeksi 

određuju se odsečci na koordinatnim osama za ravan koja je najbliža koordinatnom početku 

(n=1): ,
h

a
x

x

a
h  ,

k

b
y

y

b
k  .

l

c
z

z

c
l   

 

Presek dve kristalografske ravni (h1 k1 l1) i (h2 k2 l2) označava se simbolima pravca preseka ovih 

ravni [r s t], gde je: 

 

1221 lklkr   , s l h l h 1 2 2 1  , t h k h k 1 2 2 1  , 

 

i odredjuje se po sledećoj šemi: 

 
2

1

2222

1111

2

1

l

l

khlk

khlk

h

h
. 

  

U kubnom kristalnom sistemu pravac dat Milerovim indeksima [h k l] normalan je na ravan sa 

istim Milerovim indeksima (h k l).  

 

Rastojanje između paralelnih ravni označenih Milerovim indeksima (h k l) za prostu kubnu 

rešetku je: 

 
222 lkh

a
d lkh


  

gde je a  konstanta rešetke. 
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ZADATAK 1. Nacrtati ravni čiji su Milerovi indeksi        111,202,321,111 . 

 

Rešenje: 

 

 111  

 hkl  

a
a

x 
1

 

a
a

y 
1

 

a
a

z 
1

 

 321  

 hkl  

a
a

x 
1

 

2

a
y   

3

a
z   

 202  

 hkl  

2

a
x   


0

a
y  

2

a
z   

 111  

 hkl  

a
a

x 
1

 

a
a

y 
1

 

a
a

z 
1

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

ZADATAK 2. Odrediti Milerove indekse ravni kubne elementarne ćelije. 

 

Rešenje: Ostale tri ravni su paralelne obeleženim i imaju iste indekse. 
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ZADATAK 3. RbCl (Rubidijum Hlorid)kristališe u obliku ZCK rešetke tako da je Rb
+
 jon 

okružen sa 8 Cl
-
 jona. Ravnotežno rastojanje između susednih jona je r0=0.33nm, a molarna 

masa RbCl je MRbCl=120.92. 

a) Skicirati jediničnu ćeliju i označiti ravni sa Milerovim indeksima  1 1 0 ,  0 2 2  i 

 1 2 1 . Odrediti rastojanja izmedju ravni. 

b) Odrediti simbole pravca preseka kristalografskih ravni datih Milerovim indeksima 

 1 1 0  i  0 2 2  

c) Izračunati gustinu kristala. 

 

Rešenje: 

 
 

a) r r r
Cl Rb0     

           m
r

aar 10
10

0
0 1081.3

3

103.32

3

2
32 






  

 

 

odsečci na koordinatnim osama: 

l

a
z

k

a
y

h

a
x  ,,  

 

 

  az
a

yax

a
z

a
yx

zayax







,
2

,121

2
,

2
,220

,,011
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 

 

 

  m
a

d

m
a

d

m
a

d

lkh

a
d lkh

10
10

121

10
10

220

10
10

011

222

1056.1
6

1081.3

141

1035.1
8

1081.3

44

1069.2
2

1081.3

11





































 

b)  

 h1=1 k1=1 l1=0 

 h2=0 k2=2 l2=2 











2

0

2022

1101

0

1

2

1

2222

1111

2

1

l

l

khlk

khlk

h

h

2

2

2

2121

1221

1221







hkkht

hlhls

lklkr

 

pravac preseka     222tsr  

c)  

 
A

RbCliRbCl

NV

Mn
d




 ,  gde su MRbCl=ARb+ACl ,  V=a

3
 

niRb=1 

niCl= 1
8

1
8  ,  niRbCl=1 

  326310
843631

1
1002610813

921201

m

kg
.

kmol
.m.

kmol

kg
.

d 







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3. BRAGOV ZAKON DIFRAKCIJE 
 

TEORIJSKI PREGLED 

X zraci predstavljaju visokofrekventno energetsko zračenje koje može biti belo zračenje ili 

diskretno, karakteristično x-zračenje. Karakteristično zračenje se javlja pri prelasku pobuđrnih 

elektrona sa viših na niže energetske nivoe, a belo zračenje odgovara neelastičnim sudarima 

elektrona sa atomima kristalne rešetke. S obzirom da je talasna dužina x-zraka reda veličine 

10nm to se kristalna rešetka, čiji su parametri rešetke ispod 10nm, ponaša kao prirodna 

difrakciona rešetka za x-zrake. Naime, identifikacija kristalne strukture i određivanje njenih 

parametara bazira se na difrakciji elektromagnetnih (EM) talasa, elektrona i neutrona (≤0.1nm) 

na kristalnoj rešetki. Difrakcione metode zasnovane su na analizi difrakcione slike, odnosno 

raspodele intenziteta zračenja. Svaki izgrađivač na koji padne EM zrak je izvor koherentne 

svetlosti (slika 1), ali se maksimalno zračenje (amplituda) postiže samo pri određenim uslovima. 

Pri rasejavanju x-zraka sa kristalne rešetke javlja se difrakciona slika ako je došlo do 

konstruktivne interferencije, odnosno ako su zadovoljeni sledeći uslovi: 

1. Ugao upadnog x-zračenja jednak je uglu rasejanog x-zračenja 

2. Razlika puteva između dva talasa jednaka je celobrojnom umnošku talasne dužine 

x-zraka. 

 

Slika 1. Difrakcija x-zraka na kristalu 

Uslov za dobijanje maksimalnog intenziteta difraktovanih x-zraka dat je preko Bragovog 

zakona: 

    nd lkh sin2 , 

gde je d rastojanje između kristalgrafskih ravni,  ugao izmedju upadnog zraka i ravni od koje se 

zrak odbija, n red difrakcije, a  talasna dužina x-zraka (slika 2). 

U zavisnosti od tipa kristalne rešetke do difrakcije x-zraka može doći u 

 PK sistemu sa bilo koje ravni, 

 PCK sistemu sa ravni čiji su Milerovi indeksi svi parni ili svi neparni brojevi, 

 ZCK sistemu sa ravni za koje je zadovoljen uslov da je zbir Milerovih indeksa paran 

broj. 
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Slika 2. Ilustracija Bragovog zakona difrakcije x-zraka 

Za analizu strukture materijala koriste se različiti tipovi mikroskopa. Analiza strukture se 

analizira na osnovu slike dobijene refleksijom elektrona sa površine uzorka (SEM, HEED 

mikroskopi), transmisije elektrona kroz uzorak (TEM mikroskop), emisijom elektrona sa uzorka 

(AES, EMP mikroskopi) ili apsorpcijom elektrona (EBIC mikroskop). Ilustracija je prikazana na 

slici 3. Za ispitivanje površine materijala koristi se i elektronska difrakcija. Elektronski snop se 

dobija termoelektronskom emisijom sa zagrejane katode od W ili LaB2. Emitovani elektroni za 

ispitivanje kristala treba da imaju λ≤0.1nm. Polazeći od izraza za kinetičku energiju i de Broljeve 

relacije: 

mv

h
mveU  2

2

1
 

za talasnu dužinu dobija se: 

 m
UeUm

h 1010
150

2

 . 

 

 

Slika 3. Ilustracija principa rada različitih tipova mikroskopa 
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ZADATAK 1. Molibden kristališe u ZCK kubnom sistemu. Njegova gustina iznosi 

d=10.210
3
kg/m

3
, a atomska masa 95.94. Odrediti moguće Milerove indekse ravni u kristalu 

molibdena koje daju jaku refleksiju x zračenja pri uglu od 26.77 i pri prvom redu refleksije. 

Talasna dužina x-zraka je 0.1nm. 

 

Rešenje: 

ZCK 

 

94,95

1,0

77,26







MO

o

M

nm  

Za ZCK 21
8

1
8 in  

Konstanta kristalne rešetke se izračunava iz gustine kristala 

A

Moi

Na

Mn
d






3
 

m
Nd

Mn
a

A

Moi 10
3

263
3 1015.3

1002.6102.10

94.952 








  

   sin2 lkhdn   

1n  Prvi red refleksije 

  md lkh

10

0

9

1011.1
77.26sin2

101.0

sin2











 

Prema definiciji za kubni sistem  

 
222 lkh

a
d lkh


  

053.8
1011.1

1015.3
2

10

102

2

2
222 



























d

a

d

a
lkh  

S obzirom da zbir kvadrata Milerovih indeksa mora da bude ceo broj može se napisati da je 8. Za 

ZCK rešetku uslov da bi došlo do difrakcije je da zbir Milerovih indeksa h+k+l bude paran broj. 

Moguće ravni su: 

     

     

     

     220022202

220022202

220022202

220022202

. 
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ZADATAK 2. Elektronski snop, ubrzan u polju sa potencijalnom razlikom od 100V, pada na 

uzorak od polikristalnog aluminijuma (Al). Difrakciona slika pokazuje da se najjači intenzitet 

difraktovanja elektronskog snopa dobija sa ravni (111) pri uglu 2θ=30.4
o
. Aluminijum ima PCK 

rešetku sa radijusom jona r=0.118nm. 

a) Izračunati talasnu dužinu elektrona na osnovu Bragovog zakona. 

b) Uporediti ovu talasnu dužinu sa talasnom dužinom izračunatom na osnovu de Broljeve 

relacije koristeći podatak da je ubrzavajući napon U=100V. 

 

Rešenje: 

 

a)  Polazeći od Bragovog zakona: 

1,sin2  nnd   

s obzirom da aluminijum ima PCK rešetku, za konstantu rešetke dobija se: 

mra 101032.322   

tako da je rastojanje imeđu ravni sa Milerovim indeksima (111): 

m
a

d 10109.1
3

  

konačno je: 

nmm 099.02.15sin1019.02 9    

b)  Polazeći od izraza za kinetičku energiju i de Broljeve relacije, za talasnu dužinu dobija se:

nm
eUm

h

mv

hmv
eU

e

1226.0
2

,
2

2

   
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ZADATAK 3. Kristal Al čija je atomska masa M=26.98 a gustina d=2.7·10

3
 kg/m

3 
karakteriše 

PCK tip rešetke. Izračunati ugao pod kojim će se elektroni ubrzani naponom od U=80 V 

difraktovati sa ravni (111) ovog kristala. 

 

Rešenje: 

 

Na osnovu izraza za kinetičku energiju i de Broljeve relacije za talasnu dužinu dobija se: 

m
eUm

h

vm

h

p

h

vm
eUE

eeee

ee

10

2

1037.1
2

2





  

Iz izraza za gustinu kristala, za konstantu kristalne rešetke dobija se:  

)(4,3
3

PCKn
dN

Mn
a

Na

Mn
d i

A

i

A

i 

 
ma 1010049.4   

 

Korišćenjem Bragovog zakona i izraza za rastojanje između paralelnih ravni sa Milerovim 

indeksima (h k l), za ugao difrakcije dobija se: 

 

1,sin2  ndn   

04.17
2

sin10338.2 10

222



  




d
m

lkh

a
d . 
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4. ENERGIJA VEZE KRISTALNE REŠETKE 
 

TEORIJSKI PREGLED 

Osnovni tipovi hemijskih veza su: kovalentna veza, jonska veza, molekulska veza i metalna 

veza. Kod kovalentne veze, koja je karakteristična za kristale, atomi se vezuju pomoću 

zajedničkih parova (jedan ili dva para) elektrona. Ove veze su usmerene duž određenih 

kristalografskih pravaca. Kovalentne veze se razlikuju od jonskih i metalnih što par spregnutih 

elektrona (od dva susedna atoma) ne učestvuje u ostvarenju veze sa drugim atomima kristala. Od 

elemenata sa kovalentnom vezom najveću praktičnu primenu u elektronici našli su 

poluprovodnici. Jonska veza se, takođe, ostvaruje elektronima, ali za razliku od kovalentne, 

elektroni jednog atoma prelaze ka drugom atomu, tako da prvi postaje pozitivno naelektrisan, a 

drugi negativno, čineći pozitivan, odnosno negativan jon, respektivno. Ova dva suprotno 

naelektrisana jona se privlače elektrostatičkim silama, obrazujući, pri tom, molekule. 

Molekulske veze dejstvuju između atoma neutralnih gasova (He, Ne, Ar) i one ih objedinjuju u 

čvrsto telo pri niskim temperaturama. Isto tako, to je veza koja povezuje molekule organskih 

jedinjenja u kristale. Metalna veza je formirana od pozitivno naelektrisanih metalnih jona koji 

su "potopljeni" u oblak pokretnih slobodnih elektrona,negativno naelektrisanje nije fiksirano za 

atomske ljuske, već je pridodato slobodnim elektronima koji su raspoređeni skoro uniformno u 

kristalu. 

 

Energija veze kristala, odnosno potencijalna energija kristalne rešetke, se definiše sa kao 

energija koja se oslobađa pri stvaranju kristala polazeći od izgrađivača koji su beskonačno 

udaljeni jedan od drugoga. Ova energija ima znak (−) jer se energija oslobađa. Energija kristalne 

rešetke se može definisati i kao energija koju treba dovesti kristalu da bi se razgradio na 

izgradjivače koji su beskonačno udaljeni jedan od drugoga. Ova energija je sa znakom (+), što 

znaći da se energija dovodi sistemu. 

 

Za jonsku kristalnu rešetku energija veze izmedju i-tog i j-tog jona u kristalu je: 

n

ijij

ij
r

b

r

ezz
U 




0

2

21

4
, 

gde su b i n empirijske konstante, rij rastojanje između i-tog i j-tog jona u kristalu, a z1, z2 

naelektrisanje jona. Za jednostruko naelektrisane jone energija veze i-tog jona sa svim ostalim 

jonima u kristalu jednaka je zbiru energije privlačenja i energije odbijanja: 

nodpri
r

B

r

Ae
UUU 

0

2

4
 

gde su A – Madelungova konstanta, B- Bornova konstanta. Zavisnost potencijalne energije 

privlačenja i potencijalne energije odbijanja u funkciji rastojanja r između jona prikazana je na 

slici 1. Kada se dva jona nalaze na beskonačno velikom rastojanju, prilikom njihovog spajanja 

dolazi do oslobađanja energije, tako da energija privlačenja ima negativni znak. Kada su dva 

jona spojena, da bi se razdvojili potrebno im je dovesti energiju, tako da energija odbijanja ima 

pozitivan znak. 
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Slika 1. Zavisnost potencijalne energije privlačenja i potencijalne energije odbijanja u funkciji 

rastojanja r između jona 

 

Ukupna energija veze kristala, odnosno potencijalna energija kristalne rešetke je: 

  











ni
r

B

r

Ae
NNErU

0

2

4
 

gde je N koncentracija jona po jedinici zapremine. Ravnotežnom rastojanju r0 između susednih 

jona odgovara minimalna vrednost energije veze koja se izračunava iz uslova: 

 
0

0
rr

dr

rdU
 

0
4 012

0

2









  rrnr

nB

r

Ae
N


 

n

rAe
B

n

0

1

0

2

4



  

  









nr

Ae
NrU

1
1

4 00

2

0


. 

Tako da se za ravnotežnu energiju kristalne rešetke uzima: 

  









nr

Ae
NrUkr

1
1

4 00

2

0


. 

Jedinica za energiju kristalne rešetke je kJ/m
3
; često se vrednost ravnotežne energije kristalne 

rešetke daje po jednom molu (izražava se u kJ/mol): 

  









nr

Ae
NrU Akr

1
1

4 00

2

0


. 
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ZADATAK 1. Za kristal KCl Madelungova konstanta iznosi A=1.75, a ravnotežno rastojanje 

između dva susedna jona r0=3.14·10
-10

m, n=7.95. Izračunati ravnotežnu energiju kristalne 

rešetke. 

 

Rešenje: 

 

Ravnotežna energija kristalne rešetke računa se iz: 

  









nr

Ae
NrU Akr

1
1

4 00

2

0


 

 
 

mol

J

m
m

F

Cmol
rU kr

5

1012

219123

0 1075.6
95.7

1
1

1014.31085.814.34

106.175.1)(1002.6




















. 

 

ZADATAK 2. Izračunati parametar n i energiju veze jonskog kristala po molu ako je pri 

ravnotežnom rastojanju ukupna energija veze za 14% manja od energije privlačenja. 

Madelungova konstanta je A=1.7627 a r0=0.33 nm. 

 

Rešenje: 

 

Iz uslova zadatka za parametar n dobija se: 

  privUrU %860   

  









nr

AeN

rn

AeN

r

Ae
NrU AA

A

1
1

444 00

2

00

2

00

2

0


 






















00

2

00

2

4
86.0

1
1

4 r

AeN

nr

Ae
N A

A


 

14.714.0
1

86.0
1

1





n
n

n
 

tako da je energija veze jonskog kristala po molu jednaka: 

 
 





























14.7

1
1

1033.01085.814.34

106.17627.11002.61
1

4 912

21926

00

2

0
nr

Ae
NrU A



 
mol

kJ
rU 6.6360  . 
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ZADATAK 3. Iz izraza za potencijalnu energiju veze između dva jednostruko naelektrisana 

jona: 

 
9r

B

r

A
rEij   

izračunati ravnotežno rastojanje ako je ravnotežna energija veze jednaka -4eV. A i B su 

konstante. Napomena: 1eV=1.6·10
-19

J. 

 

Rešenje: 

 

Ravnotežnom rastojanju između jona odgovara minimalna energija. Iz uslova: 

0
0
rr

ij

dr

dE
 

dobija se: 

9
0

9
8

0

102 0

Ar
B

r

B

r

A
rr 








   

Prvi član u izrazu za potencijalnu energiju veze predstavlja energiju privlačenja i jednak je: 

r

ezz

r

A

0

2

21

4


  

gde su z1 i z2=1, tako da je: 

r

e

r

A

0

2

4
 . 

Sada su konstante:  

0

8

0

2

0

2

364 

re
b

e
a  , 

tako da se iz izraza za ravnotežnu energiju dobija: 

 
00

2

00

2

00

2

9

00

8

0

2

00

2

0
9

2

36

8

9

1
1

4364 r

e

r

e

r

e

r

re

r

e
rEij













 

 
 

1912

219

00

2

0
106.141085.814.39

106.12

9

2









rE

e
r

ij
 

mr 10

0 102.3  . 

 

ZADATAK 4. Inertni gas Ne je na temperaturi T=24.5K u kristalnom čvrstom stanju i ima PCK 

rešetku. Energija veze između atoma Ne data je izrazom: 

 






























126

131245142
r

b

r

b
arE ..  [eV/atom] 

gde su a i b konstante,  a=3.12110
-3

eV, a b=0.274nm. 
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a) Izračunati ravnotežno rastojanje između atoma u Ne kristalu. 

b) Izračunati energiju veze između atoma u Ne kristalu. 

c) Izračunati gustinu kristala. 

d) Izračunati koeficijent popunjenosti kristala. 

Atomska masa Ne je ANe=20.18.  

 

Rešenje: 

a) Iz uslova: 

0131245142

126
















































'

..
r

b

r

b
a

dr

dE
 

=-2a( 14.45 (-6)
7

6

r

b
+12.13 

.
12

13

12

r

b
)=0 

=-86.7
7

6

r

b
+14556

13

12

r

b
=0          

7

6

r

b
(-86.7+145.56

6

6

r

b
)=0 

145.56
6

6

r

b
=86.7 dobija se: r0= 2980

786

56145
6

6

.
.

.


b
nm=2.9810

-10
m. 

b)  Za energiju veze se na osnovu izračunatog ravnotežnog rastojanja dobija: 

E=-2a(8.606-4.303)=-26.85
.
10

-3
eV. 

c)  Za gustinu kristala se dobija:  d=
a

i

VN

An
  ni=4 (PCK);  V=a

3
 

2r0=a 2 ;  a= 330

3

00 108574
2

2

2

2
m

r
V

r 







 .  

d= 33

26330

10791
1

10026108574

18204
mkg

kmol
m

kmolkg
/.

..

/.








. 

d)  Za koeficijent popunjenosti kristala se dobija: 4r=a 2 ; r=
4

2a
 =1.485 10

-10
m 

3

3

3

4
4

a

r

V

Vn
q ii






 =0.732. 
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5. DEFEKTI U KRISTALIMA 
 

TEORIJSKI PREGLED 

Osnovni principi kristalografije, važe samo za kristalografske strukture, koje su geometrijski 

potpuno pravilne. Takvu strukturu imaju samo idealni kristali. Idealni ili perfektni kristal je 

kristal bez nečistoća u kome su izgrađivači pravilno raspoređeni i zauzimaju samo mesta koja su 

određena tipom kristalne rešetke.  U tehničkoj praksi nema idealnih kristala, tako da se srećemo 

sa realnim kristalima, u čijoj kristalnoj građi se pojavljuju različita odstupanja - defekti kristalne 

rešetke. U nastavku će biti data klasifikacija defekata u kristalima. 

 

1. Tačkasti defekti 

 a) elektronski (elektroni u provodnoj i šupljine u valentnoj zoni)  

 b) atomski (vakancije, intersticicije i strani atomi)  

 

2. Linijski defekti  

 a) ivične dislokacije 

 b) zavojne dislokacije 

 

3. Površinski defekti 

 a) granice zrna 

 b) greške pakovanja ravni 

 

4. Zapreminski defekti 

 a) otvorena poroznost 

 b) zatvorena poroznost 

 

Tačkasti defekti se nazivaju termodinamičkim defektima jer oni uvek postoje u kristalu na 

temperaturama iznad apsolutne nule. Ovi defekti povećavaju stabilnost kristala, kroz povećanje 

entropije sistema i za svaku temperaturu postoji ravnotežna koncentracija tačkastih defekata. 

Atomski tačkasti defekti u strukturi mogu  biti oblika (slika 1): vakancija (upražnjenih mesta  u 

rešetki), intersticija (atoma popune- atom se smesti u prostor između osnovnih izgrađivača) i 

stranih atoma zamene (supstitucija). Koncentracija vakancija izražava se kao: 

 








 


kT

U
Nn v

v exp  

dok je koncentracija intersticija: 








 


kT

U
NNn i

i exp  

 

gde su Uv – energija formiranja vakancija, Ui – energija formiranja intersticija, N – broj 

regularnih mesta u kristalu, N’ – broj intersticijskih mesta u krsitalu.  
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Slika 1. Ilustracija atomskih tačkastih defekata 

 

Atomski defekti u jonskim kristalima mogu biti Šotkijevog i Frenkeljevog tipa (slika 2).  

Šotkijev tip defekata nastaje kada dođe do upražnjenja mesta (formiranja vakancija) jednog 

anjona (-) i jednog katjona (+) u jonskom kristalu, tako da se zadržava uslov elektroneutralnosti. 

Može se pisati: Katjon-vakancija + Anjon-vakancija = Šotkijev defekt. Koncentracija 

Šotkijevih defekata je: 








 


kT

U
Nn s

s
2

exp  

 

gde je ΔUs – energija formiranja Šotkijevog defekta, N – broj regularnih mesta u kristalu. 

Frenkeljev tip defekata nastaje kada se na jednom mestu u jonskom kristalu pojavi vakancija, tj. 

upražnjeno mesto katojna (+) i istovremeno pojavi intersticija, tj. taj katojn koji je ostavio prazno 

mesto se smesti između osnovnih katojna. Može se pisati: Katjon-vakancija + Katjon-

intersticija  = Frenkeljev defekt. Koncentracija Frenkeljevih defekata je: 

 








 


kT

U
NNn

f

f
2

exp/
 

 

gde je ΔUf – energija formiranja Frenkeljevih defekata, N’ – broj intersticijskih mesta u krsitalu. 
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Slika 2. Ilustracija atomskih defekata u jonskim kristalima 

 

Jednodimenzionalne greške u kristalu (dislokacije) nastaju nagomilavanjem niza tačkastih 

defekata, formira se dodatna ravan smeštena između redovnih vertikalnih ravni. Dislokacije 

predstavljaju linijske defekte i u zavisnosti od dislokacione linije postoje: ivični i zavojni defekti.  

Površinski defekti nastaju na mestima gde se spajaju zrna u kristalu (granice zrna), a pod 

površinskim defektima se ubrajaju i greške pakovanja ravni. Zapreminski defekti predstavljaju 

prazna mesta u zapremini materijala i utiču na poroznost materijala (primer: mehurići vazduha). 

 

ZADATAK 1. Koncentracija Šotkijevog tipa defekata u poluprovodniku PbSe na T=300K iznosi 

6.3·10
25

m
-3

. Izračunati energiju stvaranja defekata ako je gustina kristala d=8.15·10
3
kg/m

3
 a 

molekulaska masa M=286. 

 

Rešenje: 

 

Koncentracija Šotkijevih defekata je: 

 








 


kT

U
Nn š

š
2

exp  

tako da se za energiju stvaranja Šotkijevih defekata dobija: 

š

š
š

n

N
kT

N

n
kTU ln2ln2 

 

Iz izraza za gustinu kristala dobijamo broj regularnih mesta u kristalu: 

M

Nd
N

N

M
N

NV

Mn
d A

AA

i 





  

Konačno se zamenom brojnih vrednosti dobija:  
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Mn

Nd
kTU

š

A
š




 ln2  

kmol

kg

m

kmolm

kg

KKJU š

286
1

103.6

1
1002.61015.8

ln300/1038.12

3

25

26

3

3

23





   

eVUš 29.0  

ZADATAK 2. Na 10°C ispod temperature topljenja aluminijuma 0.08% atomskih mesta je 

upražnjeno, a na 441.6°C upražnjeno je 0.01% mesta. 

a) Izračunati energiju formiranja vakancije.  

b) Izračunati temperaturu topljenja aluminijuma. 

 

Rešenje: 

 

Važi da je: 

T T K
n

N

T C K
n

N

top
v

v

1
1 4

2
2 4

10 0 08 8 10

441 6 714 6 1 10

    

   





; . %

. . ;

 

a) Na osnovu izraza za koncentraciju vakancija: 

n N
U

kT
v

v  








exp


 

Energija formiranja vakancija je: 

 U kT
N

n
J eVv

v

    
2

2

209 08 10 0 57ln . . . 

b) Za temperaturu topljenja aluminijuma dobija se: 

 
T T

n

N

U

k T K

T
U

k
N

n

K K C

v v

top

top
v

v

o

   
















 



  

1
1

1

10

10 932 7 660

exp

ln

.




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6. PROVODNI MATERIJALI 
 

TEORIJSKI PREGLED 

Provodni materijali (provodnici) su materijali čija je specifična električna otpornost od 10
-6

 do 

10
-8

 Ωm. Dele se u dve grupe: provodnici I reda, gde spadaju metali i legure koje karakteriše 

provođenje elektronima i provodnici II reda, gde spadaju elektroliti koje karakteriše provođenje 

jonima. Osnovne karakteristike provodnih materijala su: visoka električna i toplotna provodnost, 

sjajnost i kovnost, sposobnost emitovanja elektrona pri višim temperaturama (termoelektronska 

emisija) i sposobnost emitovanja elektrona pod dejstvom električnog polja (hladna emisija).  

 

Električna provodnost metala može se objasniti modelom Fermijevog gasa slobodnih 

elektrona, što znači da se smatra da su, već na sobnoj temperaturi, elektroni napustili matične 

atome i mogu slobodno da se kreću. Elektroni ne trpe uticaj elektrostatičkog potencijala 

pozitivnih jona u čvorovima kristalne rešetke, tj. može se zanemariti uticaj pozitivnih jona. Joni 

ne mogu da privuku elektrone da opet budu sastavni deo atoma. U odsustvu električnog polja 

elektroni se kreću haotično rasejavajući se na fononima (vibrirajućim jonima) i defektima. Sudari 

su elastični, što utiče na promenu brzine elektorna. U prisustvu električnog polja javlja se drift 

elektrona, tj. usmereno kretanje elektrona. 

 

Fermijeva energija za metale je maksimalna energija koju imaju elektroni u metalu na 

temperaturi 0K: 

 eV
n

m

h
E f

322 3

8











 

gde je h – Plankova konsanta (h=6.62·10
-34

Js), m – masa elektrona, n – koncentracija elektrona. 

 

Ukupna brzina elektrona jednaka je zbiru driftovske i difuzione brzine. Brzina vd predstavlja 

driftovsku brzinu, tj. usled postojanja električnog polja K brzina elektrona je vd. Iz jednačine se 

vidi da se ona linearno povećava sa poljem K, a koeficijent srazmere je pokretljivost elektrona µ: 

KK
m

e
vd








 

gde je τ – vreme relaksacije (vreme između dva sudara elektrona sa fononima kristalne rešetke), 

m* je efektivna masa elektrona. Put koji elektron pređe između dva sudara je srednja dužina 

slobodnog puta elektrona:   

vl  . 

Difuziona brzina elektrona jednaka je termičkoj brzini, to je brzina elektrona mase m u metalu 

kada se on nalazi na temepraturi T, van električnog polja: 

m

Tk
v B

t  . 

Fermijeva brzina se definiše kao: 

e

f

f
m

E
v

2
 . 
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U nastavku će biti dato izvođenje Omovog zakona u lokalnom obliku (slika 1). Gustina struje 

se definiše kao količina proteklog naelektrisanje ΔQ kroz provodnik poprečnog preseka A u 

vremenu Δt: 

tA

Q
j




  

Proteklo naelektrisanje predstavlja broj N proteklih elektrona naelektrisanja –e: 

tenAvenAxAx
V

N
e

V

V
eNeNQ   

Tako da je: 

KK
m

ne
Kenvenj





 

*

2

 

gde je σ – specifična električna provodnost, tj. ρ=1/σ, specifična električna otpornost. 

 

 
Slika 1. Ilustracija uz izvođenje Omovog zakona u lokalnom obliku 

 

Mattheisen-ovo pravilo se odnosi na specifičnu otpornost provodnika. U metalima u kojima su 

prisutne primese i nečistoće, do rasejavanja elektrona dolazi na fononima kristalne rešetke i sa 

atoma primesa odnosno nečistoća. Tako da je ukupna otpornost jednaka zbiru otpornost koja 

potiče zbog rasejavanja na fononima (termičke vibracije) i otpornosti koja potiče usled 

rasejavanja elektrona na atomima primesa: 

PT

PT
enen 


11

 . 

S obzirom da do rasejavanja elektrona dolazi ne samo na primesama već i na defektima kristalne 

rešetke kao što su dislokacije ili granice zrna, prethodna jednačina se može napisati u obliku: 

RT    

otpornost ρR se naziva rezidualnom otpornošću i ona uključuje i ρP otpornost. Zavisnost 

specifične električne otpornosti od temperature kod provodnih materijala prikazana je na slici 2. 

Do temeprature T1, specifična otpornost je jednaka otpornosti koja potiče od rasejanja na 

primesama i defektima. Između temperature T1 i Debajeve temperature ΘD, otpornost se menja 

po zakonu T
5
. Na temperaturama iznad Debajeve je zavisnost otpornosti od temperature linearna 

i menja se po zakaonu: 

)1(0 T   

gde je α – temperaturni koeficijent specifične električne otpornosti. Ovo je oblast najčešće 

primene provodnih materijala. 
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Slika 2. Mattheisen-ovo pravilo – zavisnost ρ(T) 

 

TERMOELEKTRIČNI EFEKTI. Zibekov efekat javlja se kada se spojevi dva različita 

provodna materijala u kolu drže na različitim temperaturama, između spojeva se javlja mala 

potencijalna razlika usled čega u kolu protiče struja (slika 3). Elektroni idu sa toplijeg ka 

hladnijem kraju, tako da će na hladnijem kraju biti višak negativnog naelektrisanja; dok će na 

toplijem kraju biti višak pozitivnog naelektrisanja, što uslovljava postojanje potencijalne razlike. 

Termoparovi zasnivaju rad na Zibekovom efektu. Generisan napon je: 

TSTTSSV ebaba  ))((  

gde su Sa i Sb su Zibekovi koeficijenti materijala i mogu biti i negativni. 

 

 
Slika 3. Zibekov efekat 

 

Tomsonov efekat se javlja kada kroz provodnik teče struja i temperatura duž njega opada ili 

raste, on će preuzimati ili odavati toplotu od okoline, zavisno od smera struje (slika 4). 

Provodnik će preuzimati toplotu ako struja teče ka kraju viših temperatura, a predavaće je okolini 

kada je smer struje ka kraju nižih temperatura. Usled temperaturne razlike ΔT, količina toplote se 

može izraziti kao: 

t
x

T
JQ T



   

gde je µT – Tomsonov koeficijent. 
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Peltijev efekat podrazumeva da kada kroz spojeve međusobno spojenih različitih provodnih 

materijala (imaju različitu Fermijevu energiju) proteče električna struja, provodni materijali će iz 

okoline preuzimati ili odavati toplotu (slika 5). Količina toplote u zavisnosti od struje J može 

izraziti kao: 

JtQ AB  

gde je ΠAB – Peltijev koeficijent. Ovaj efekat izraženiji je kod poluprovodnika. 

     
    Slika 4. Tomsonov efekat               Slika 5. Peltijev efekat 

 

GALVANOMAGNETNI EFEKAT. Holov (Hall) efekat. Holov efekat javlja se kada se 

metalna pločica priključena na napon U (uslovljava postojanje električnog polja K) nađe i u 

magnetnom polju (magnetne indukcije B), tada pod uticajem Lorencove sile dolazi do 

razdvajanja naelektrisanja na krajevima pločice, tako da se javlja potencijalna razlika, tj. Holov 

napon UH (slika 6). Komponente koje rade na bazi Holovog efekta su vatmetri, magnetometri 

(senzori magnetnog polja za opseg 10µT – 1T), kao i elektronski prekidači (na pr. u sistemima za 

paljenje automobila). 

 
Slika 6. Holov efekat 

 

Pod dejstvom Lorencove sile dolazi do razdvajanja naelektrisanja na krajevima pločice: 

 BveF


 . 

Razdvojeno naelektrisanje stvara tzv. Holovo polje koje na naelektrisanja deluje 

elektrostatičkom silom: 

He KeF 


. 
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Razdvajanje naelektrisanja traje do uspostavljanja ravnoteže: 

0 eFF


 

  vBBvK H


 . 

Vektor gustine struje: 

j
en

vvenj
 1

 . 

Zamenom se dobija: 

   jBRjB
en

K HH




1
. 

RH je Holova konstanta (za većinu provodnika je manja od nule): 

en
RH

1
 . 

Konačno se za Holov napon dobija: 

h

I
BRa

ah

I
BRBjaRaKU HHHHH  . 

 

Podela provodnih materijala prema primeni: 

 

Niskoomski materijali (ρ~10
-8 

Ωm): Cu, Ag, Au, Al- izrada izolovanih i neizolovanih provodnika 

(vodova, telegrafskih i telefonskih kablova), u mikroelektronici za izradu žica i nanošenje 

provodnih slojeva (metalizacije). 

 

Visokoomski materijali (ρ~10
-7

 Ωm): Fe, Ni, Zn, Ta, W, Mo, Pt- izrada otpornika (običnih, 

preciznih, regulacionih) i izrada zagrevnih elemenata. 

 

Otporne legure (ρ~10
-6

 Ωm): konstantan (Cu/Ni), nihrom (Ni/Cr), nikelin (Cu/Ni/Mn), cekas 

(Ni/Cr/Fe), kantal (Fe/Cr/Al) za izradu termičkih grejača. 

 

Provodni materijali specijalne namene: termoparovi (Pt, Ir, W, Mo), električni kontakti (W, Mo, 

Ni), lemovi (Pb, Sn, Zn), topljivi osigurači (Pb, Sn, Zn), katode vakuumskih cevi (W, Mo), 

provodne i otporne paste u hibridnim IK (Ti, Ta, Pd, Pt). 

 

ZADATAK 1. U Cu provodniku čija je površina S=0.2cm
2
 protiče struja jačine 1A. Izračunati 

srednju driftovsku brzinu elektrona ako je koncentracija elektrona n=8.410
28

m
-3

. 

 

Rešenje: 

 

envj  ; 

S

I
j   
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enS

I
v   

2432819 102010481061

1

m.m.C.

A
v

 
  

s/m.v 61073   

ZADATAK 2. Izračunati srednju driftovsku brzinu i vreme relaksacije elektrona u srebru ako je 

jačina polja duž provodnika K=10
2
V/m, specifična električna otpornost Ag=1.5410

-8
m i 

koncentracija elektrona n=5.810
28

m
-3

. 
 

Rešenje: 

Pokretljivost elektrona se može izračunati iz: 




 en
1

  
ne


1

  

Vs

m
.

m.m.C.

2

328819
00690

1085105411061

1





 
  

Driftovska brzina elektrona je:  

Kv   

sm
m

V

s

m
v /69.0100069.0 2

2

  

Vreme relaksacije je: 

m

e
    

e

m
   

s.
C.

Vs/m.kg. 14

19

231

1093
1061

006901019 









  

ZADATAK 3. Specifična električna otpornost srebra na sobnoj temperaturi je 
8101.6  Ωm. 

Efektivni broj provodnih elektrona po atomu srebra je 0.9, a Fermijeva energija 5.5eV. Ako je 

gustina srebra 1.0510
4
kg/m

3
 i atomska masa 107.87 izračunati srednju dužinu puta provodnih 

elektrona na Fermijevom nivou. Uzeti da je m*=m0=9.110
-31

kg. 

 

Rešenje: 

Za srednju dužinu puta dobija se: 

fvl   
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2

* 2
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f
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E    

*

2
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f   

sm
kg

J
v f /109.13

101.9

106.15.52 5
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






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dN
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N

A
N

Na

An
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AA

i 
3

 

A

dN
Nn A9.0

9.0   

328103.5  mn  

*m

ne
en n







21
  

  282198

31

22
103.5106.1106.1

101.9**










ne

m

ne

m




  

s14102.4   

ssmvl f

145 102.4/109.13    

ml 8108.5   

ZADATAK 4. Otpornost metalnog vlakna sijalice na 25C iznosi 20, a na temperaturi gorenja 

sijalice je 188. Odrediti temperaturu gorenja vlakna sijalice ako je temperaturni koeficijent 

otpornosti materijala od koga je vlakno =0.004 1/C. 

 

Rešenje: 

Električna otpornost materijala zavisi od temperature i data je jednačinom: 

 TRR  112  

12 TTT   

  1212 1 TTRR    

1

12
12

R

RR
TT




  

CT
R

RR
T 


 21251

1

12
2


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ZADATAK 5. Izračunati koliko namotaja Ni-Cu žice treba namotati na izolatorsko telo 

poluprečnika r1=2cm da bi se dobila otpornost otpornika R=40, ako je prečnik žice 2r=1mm i 

specifična otpornost =10
-6
m. 

 

Rešenje: 

Električna otpornost materijala R je: 

S

l
R   

gde je l dužina provodnika a S površina provodnika. 

12rnl   

2rS   






2

12

r

nr
R   

1

2

2 r

Rr
n


  

 
250

102102

10540

26

24











mm

m
n




 

 

ZADATAK 6. Bakar pripada prvoj grupi periodnog sistema i ima PCK rešetku. Gustina bakra 

iznosi d=8.93g/cm
3
. Ako je pokretljivost elektrona bakra µe= 43cm

2
/Vs a atomska masa bakra 

A=63.5g/mol  izračunati:  

 

a) Provodnost bakra. 

b) Fermijevu brzinu provodnih elektrona ako je Fermijeva energija 7.03eV. 

c) Odnos driftovske i Fermijeve brzine ako je jačina polja u provodniku 8.41·10
-4

 V/m.  

d) Srednji slobodni put elektrona i uporediti ga sa konstantom kristalne rešetke. 

 

Rešenje: 

 

a) Provodnost bakra je: 

 ne  

328322
23

1047810478
563

10026938  


 milicm
M

dN
n

at

A ..
.

..
 

 ne =8.4710
28

m-3  1.610
-19 

C  0.0043m
2
V

-1
s

-1
=5.810

7


-1
m

-1 

b) Brzina provodnih elektrona je: 

2

* 2

f

f

vm
E 
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sm
m

E
v

f

f /1057.1
*

2
6  

c) Driftovska brzina je: vd=d K= 0.00438.4110
-4

=3.6210
-6

m/s, tako da je odnos 

vd/vs=2.0710
-12

. 

d) Da bi odredili slobodni put elektrona l=vf·τ, prvo ćemo odrediti vreme relaksacije: 

 

s
e

med 1445.2 


  

Tako da je srednji slobodni put: l=vf·=(1.5710
6
)(2.4510

-14
)= 3.8410

-8
m. Za konsantu 

kristalne rešetke preko izraza za gustinu dobija se: a=3.62·10
-10

m.  

ZADATAK 7. Specifična električna otpornost srebra je  1.610
-8

 m, a Fermijeva energija 

Ef=5.5eV.Izračunati:  

 

a) Pokretljivost elektrona. 

b) Brzinu i srednji slobodni put elektrona na Fermijevom nivou. 

c) Termičku brzinu elektrona na sobnoj temperaturi. 

d) Holovu konstantu.  

 

Rešenje: 

 

a) Pokretljivost određujemo iz: 




en

1
  

 

ne


1


 

 

 Na osnovu poznate Fermijeve energije određuje se koncentracija elektrona: 

328

23

2
1085.5

8

3









 m

h

mE
n

f

 

 Tako da se za  pokretljivost dobija μ=6.67·10
-3

 m
2
/Vs. 

b) Fermijeva brzina je: 

sm
m

E
v

f

f /1039.1
*

2
6
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Vreme relaksacije je: 

s
e

m 14108.3 


  

Srednji slobodni put elektrona je l=vf·= 5.2710
-8

m. 

c) Termička brzina se izračunava iz formule: 

 

./1017.1
3 5 sm
m

kT
vt 

 
d) Holova konstanta je: 

 

./1007.1
1 310 sm
en

RH

  

ZADATAK 8. Gustina bakra (Cu) iznosi d=8.92∙10
3
kg/m

3
 a atomska masa bakra je ACu=63.5. 

 

a) Izračunati koncentraciju elektrona po m
3
. 

b) Ako je Fermijeva energija za Cu Ef=7eV izračunati srednju brzinu elektrona na 

Fermijevom nivou. 

c) Ako je specifična električna provodnost bakra na 20
o
C, σ=5.9∙10

7
Ω

-1
m

-1
 izračunati 

srednji slobodni put elektrona na Fermijevom nivou. 
 

Rešenje: 

a)  )(
1

10456.8

5.63

1092.8
1

1002.6

3

28

3

3

26
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m
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m
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M
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i 



  

b)    
s

m

m

E
vE

mv f

f

6
2
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2

2
  

c)     nm
ne

mv
l

mv

lne f

f

386.0
2

2
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

 . 
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ZADATAK 9. Aluminijum pripada III grupi periodnog sistema i ima PCK rešetku sa 

parametrima rešetke a=0.404 nm. Provodnost aluminijuma je 3.8·105 Ω
-1

cm
-1

, gustina 2.71 

g/cm
3
, atomska masa A=26.98 g/mol.  

 

a) Izračunati koncentraciju provodnih elektrona. 

b) Izračunati pokretljivost elektrona μn. 

 

 

Rešenje: 

a) Koncentracija provodnih elektrona dobija se iz: 

M

dN
N

N

M
N

Na

Mn
d A

AA

i 
3

 

n=3N=1.818·10
29

m
-3

. 
b) Pokretljivost elektrona je: 

./10306.1
1 23 Vsm
ne




  

 

ZADATAK 10. Srebrna žica u obliku trake ima dužinu 0.5cm i debljinu 0.01cm. Ako struja 

jačine 2A prolazi kroz traku normalno na magnetno polje indukcije 0.8T, izračunati Holov napon 

i pokretljivost elektrona. Gustina srebra je d=10.510
3
kg/m

3
, M=108, =6.610

5
(cm)

-1
. 

 

Rešenje: 

h

I
BRU HH   

h

BI

en
UH

1
  

M

dN
N

N

M
N

Na

Mn
d A

AA

i 
3

 

Srebro pripada I grupi periodnog sistema i ima jedan valentan elektron po atomu, pa je broj 

provodnih elektrona jednak broju atoma, tj. 

Nn   

V
h

BI

edN

M
U

A

H 7.1  



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7. POLUPROVODNI MATERIJALI 
 

TEORIJSKI PREGLED 

Poluprovodni materijali (poluprovodnici) su materijali čija električna svojstva zavise od 

koncentracije primesa i širine energetskog procepa (širine zabranjene zone). Sopstveni 

poluprovodnici su oni kod kojih svojstva zavise od elektronske strukture samog poluprovodnika 

a primesni ili dopirani poluprovodnici su oni čija svojstva zavise od vrste i koncentracije 

primesa. Specifična električna provodnost ovih materijala je od 10-6 do 108 Ωm, dok je 

temperaturni koeficijent otpornosti manji od nule. Kod poluprovodnika je jako izražen Hallov 

efekat, a osetljivi su i na elektromagnetno zračenje.  
 

Potpuno čist kristal poluprovodnika, kod koga su svi elektroni povezani valentnim vezama 

ponašao bi se kao izolator. Međutim, već na sobnoj temperaturi, usled termikih vibracija 

kristalne rešetke, određeni valentni elektroni povećavaju svoju energiju do te mere da mogu da 

se oslobode valentnih veza i postaju slobodni elektroni. Ovaj elektron ostavlja prazno mesto u 

atomu koje se naziva šupljina. Slobodni elektroni i šupljine u kristalu poluprovodnika imaju 

ograničeno vreme života, jer se u kretanju kroz kristal susreću i rekombinuju (poništenje 

elektron-šupljina) uspostavljajući ponovo valentene veze. Provodnost kod provodnika je 

ostvarena pomoću elektrona, dok kod poluprovodnika u provođenju struje učestvuju i šupljine. 

 

Poluprovodnike karakteriše zonska struktura. Energetski nivoi atoma mogu se predstaviti 

horizontalnim linijama sa energetskim procepom (energija koju ne mogu imati). Kada se spoje 

dva atoma doći  će do cepanja svakog energetskog nivoa na dva, koji su vrlo malo pomereni. S 

obzirom da se u kristalnoj rešetki nalazi veliki broj atoma u međusobnoj vezi, svaki nivo se cepa 

u veći broj novih, međusobno pomerenih nivoa, koji obrazuju dozvoljene energetske zone 

odvojene energetskim procepima (slika 1). Za analizu svojstva poluprovodnika posmatraju se 

dva najviša energetska nivoa, najviša energetska zona je skoro prazna i naziva se provodna 

zona. Druga niža energetska zona popunjna je elektronima iz spoljašnje orbite atoma 

poluprovodnika, valentnim elektornima i naziva se valentna zona. Drugim rečima, valentna 

zona odgovara elektronskim stanjima valentnih elektrona koji učestvuju u formiranju kovalentne 

veze. Na apsolutnoj nuli ova stanja su popunjena. Provodna zona odgovara energetskim stanjima 

viška energije i na apsolutnoj nuli su ova stanja nepopunjena. Provodna zona je od valentne zone 

razdvojena zonom energetskih nivoa koje elektroni ne mogu da zauzimaju i naziva se 

zabranjenom zonom. Širina zabranjene zone predstavlja minimum energije koji je potrebno 

dovesti da bi elektron prešao iz valentne u provodnu zonu. Elektron ne prelazi fizički, već to 

znači da ima veću energiju tako da postaje slobodan elektron koji učestvuje u provođenju struje.  

Širina zabranjene zone za Si je 1.12 eV, za Ge je 0.66 eV, dok je za GaAs je 1.42 eV. Ako je 

širina zabranjene zone do 3 eV materijal se smatra poluprovodnikom. Iznad te energije 

zabranjene zone, materijali se smatraju izolatorima.  

 

Ukoliko elektron iz valentne zone dobije energiju E≥Eg, on može da savlada energetsku barijeru 

i da pređe u provodnu zonu oslobađajući za sobom šupljinu u valentnoj zoni. Stvaranje para 

elektron-šupljina može se postići termičkom energijom Eg≤kT, ozračivanjem poluprovodnika 

energijom hν≥Eg, dopiranjem i jonizacijom primesa na višim temperaturama. Elektroni u 
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provodnoj zoni kao i šupljine u valentnoj zoni predstavljaju dva osnovna tipa nosilaca 

naelektrisanja koji doprinose protoku struje u poluprovodnicima pod dejstvom spoljašnjeg polja. 

Na slici 2 prikazana je ilustracija silicijumskog kristala – sopstvenog, nedopiranog 

poluprovodnika sa odgovarajućom interpretacijom energetskim dijagramom.  

 

 
Slika 1. Energetski  nivoi atoma (a), dva atoma (b) i kristala (c) 

 

 
Slika 2. Sopstveni poluprovodnik 

 

Specifična električna provodnost poluprovodnika data je opštim izrazom:  

pn epen    
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Pokretljivosti elektrona i šupljina date su izrazima:  

e

n
n

m

e
  , 

p

p

p
m

e
  . 

Koncentracija elektrona u provodnoj zoni je:  








 


kT

EE
Nn

fc

c exp , 

2/3

2

2
2 










h

kTm
N n

c


. 

Koncentracija šupljina u valentnoj zoni je: 








 


kT

EE
Np

vf

v exp , 

2/3

2

2
2 










h

kTm
N

p

v


. 

U datim formulama, Ec je energija koja odgovara dnu provodne zone, Ev je energija koja 

odgovara vrhu valentne zone, dok je Ef- Fermijeva energija. Fermijeva energija se definiše kod 

provodnika, kao energija ispod koje su svi nivoi popunjeni, a iznad koje svu svi nivoi prazni. 

Kod sopstvenih poluprovodnika, uzima se da je Fermijev nivo na sredini zabranjene zone. Sada 

se može pisati: 

















 








 


kT

E
NN

kT

EE

kT

EE
NNpn

g

vc

vffc

vc expexpexp . 

Proizvod n·p zavisi samo od temperature i veličine Eg, a ne i od položaja Fermijevog nivoa. Za 

sopstvene poluprovodnike (nedopirane poluprovodnike) n=p pa jednačina ima oblik: 
2

inpn   











kT

E
NNn

g

vci
2

exp . 

Primesni (dopirani) poluprovodnici.  
 

N-tip poluprovodnika nastaje kada se četvorovalentnim elementima (Si) dodaju petovalentne 

primese (P, As, Sb). S obzirom da je broj primesnih atoma u jedinici zapremine vrlo mali u 

poređenju sa brojem atoma poluprovodnika, svaki atom primese normalno je okružen atomima 

poluprovodnika. Kako samo četiri valentna elektrona primese ulaze u valentne veze, peti valentni 

elektron je samo slabo vezan za atom, te se lako može osloboditi veze i postati slobodan 

elektron. Energija potrebna za oslobađanje ovog elektrona je vrlo mala, reda 0,01 eV do 0,02 eV 

kod germanijuma i 0,04 eV do 0,07 eV kod silicijuma, tako da su već na vrlo niskim 

temperaturama, a posebno na sobnoj temperaturi, svi elektroni koji potiču od atoma primesa "u" 

provodnoj zoni i slobodno se mogu kretati kroz kristal. Petovalentne primese daju slobodne 

elektrone, te se zovu donorske primese, ili kratko donori i njihova koncentracija se označava sa 

ND. Donorski atomi gubitkom elektrona postaju pozitivni joni i ostaju vezani u strukturi kristalne 

rešetke, ali treba napomenuti da je dodavanjem donora poluprovodnik ostao električno neutralan. 

Elektroni se u n-tipu poluprovodnika često zovu većinski, a šupljine - manjinski nosioci 

naelektrisanja. U dijagramu energetskih nivoa prisustvo donorskih primesa ima za posledicu 

postojanje dodatnog energetskog nivoa unutar zabranjene zone, i to u blizini dna provodne zone. 

Taj nivo se zove donorski nivo ED. To što se donorski nivo nalazi u zabranjenoj zoni u blizini 

provodne zone leži u činjenici da je za "prebacivanje" elektrona (koji potiču od donorskih atoma) 

u provodnu zonu potreban vrlo mali iznos energije. 
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Slika 3. Ilustracija za n-tip poluprovodnika 

 

P-tip poluprovodnika nastaje kada se četvorovalentnim elementima (Si) dodaju trovalentne 

primese (B, Ge, Al, In). Trovalentnoj primesi nedostaje jedan elektron da dopuni valentnu vezu. 

Ona se kompletira na taj način što je dopuni valentni elektron iz susedne veze, ili, drugim 

rečima, da bi se obrazovala i četvrta valentna veza, privlači se jedan elektron iz neke obližnje 

veze. Tako se stvara šupljina na mestu odakle je valentni elektron privučen. Kako trovalentne 

primese kompletiraju valentne veze primajući elektrone iz valentne zone, zovu se akceptorske 

primese, ili kratko akceptori, a njihova koncentracija obeležava se sa NA. Akceptorski atom 

postaje negativan jon čvrsto vezan za kristalnu rešetku. Energije jonizacije akceptorskih primesa 

su vrlo male i leže u istom intervalu energija kao i za donorske primese, tako da je broj šupljina 

po na sobnoj tempertauri veoma blizak broju akceptorskih primesa. U poluprovodniku p-tipa 

šupljine su većinski, a elektroni manjinski nosioci naelektrisanja. Akceptorske primese uvode 

u dijagram energetskih nivoa dodatni akceptorski nivo EA, koji leži unutar zabranjene zone i to u 

blizini vrha valentne zone. Dakle, prisustva stranih akceptorskih i donorskih primesa u 

poluprovodniku dovode do stvaranja primesnih nivoa u zabranjenoj zoni.  

 
Slika 4. Ilustracija za p-tip poluprovodnika 
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Za poluprovodnike važi jednačina elektroneutralnosti koja ima oblik: 

dDaA nNppNn   

gde je ND - koncentracija donorskih primesa, NA - koncentracija akceptorskih primesa, nd - 

koncentracija elektrona na donorskom nivou (nejonizovani donori), pa - koncentracija šupljina na 

akceptorskom nivou (nejonizovani akceptori). Za sopstveni (besprimesni) poluprovodnik 

ND=NA=nd=pa=0, i iz jednačine elektroneutralnosti sledi da je n=p.  Za sopstveni poluprovodnik 

pod uslovom da je mn
*=mp

* Fermijev nivo je: 

22

EgEE
E vc

f 


 . 

Za n - tip poluprovodnika NA=pa=0  i jednačina elektroneutralnosti ima oblik 

dd nNpn   

Pod uslovom da su sve primese jonizovane nd = 0, može se napisati da je n=ND. Koncentracija 

manjinskih nosilaca računa se kao:  

D

i

N

n
p

2

 . 

 

Za p - tip poluprovodnika ND, nd = 0 jednačina elektroneutralnosti ima oblik 

ppNn aA   

Pod uslovom da su sve primese jonizovane pa=0, može se smatrati da je p=NA. . Koncentracija 

manjinskih nosilaca računa se kao:  

A

i

N

n
n

2

 . 

 

Kada je ND=NA govori se o potpuno kompenzovanom poluprovodniku, dok kada je NA > ND 

nastaje delimično kompenzovani p- tip poluprovodnika, odnosno kada je ND > NA dobija se 

delimično kompenzovani n-tip poluprovodnika. 

 

Provodnost poluprovodnika. Gustina struje data je izrazom: 

Kjjj pn    

gde je specifična provodnost poluprovodnika: 

      kT

E

pnVCpni

g

eNNeen 22/1 

  . 

 

Zavisnosti energije od talasnog vektora k: E(k) su veoma složene i pokazuju apsolutne 

minimume i maksimume energije u provodnoj i valentnoj zoni u k-prostoru (slika 5). Ako se 

apsolutni minimum provodne zone (dno provodne zone) poklapa sa apsolutnim maksimumom 

valentne zone (vrh valentne zone) govori se o poluprovodniku sa direktnim prelazom (GaAs).  

Kada se apsolutni minimum ne nalazi ispod vrha valentne zone govori se o poluprovodniku sa 

indirektnim prelazom (Si, Ge). 
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Slika 5. Poluprovodnici sa direktnim i indirektnim prelazom 

 

Hallov efekat je mnogo izraženiji kod poluprovodnika, gde su prisutni i elektroni i šupljine, 

nego kod provodnika. Obe vrste nosilaca skreću pod dejstvom Lorencove sile, tako da Hallov 

napon zavisi od odnosa pokretljivosti i koncentracije elektrona i šupljina. Holova konstanta za 

poluprovodnike je: 

 2
22

npe

np
R

np

np

H







 . 

Holova konstanta za n-tip poluprovodnika kada je n>>p: 

en
RH

1
 . 

Za p-tip poluprovodnika kada je p>>n: 

ep
RH

1
 . 

Za sopstveni tip poluprovodnika n = p  ni 

 2
22

npi

np

H
en

R







 . 

Holov napon je: 

h

BIR
U H

H  . 
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ZADATAK 1. Izračunati koncentraciju primesa u Si po m3 ako je koncentracija primesa 1ppm, 

dSi=2.3g/cm3, MSi=28.1g/mol. 
 

Rešenje: 

Na osnovu poznate gustine i molarne mase dobija se: 

molg

molcmg

molg

Ncmg
N A

Si
/1.28

/11002.6/3.2

/1.28

/3.2 2333 





 

328

322

1093.4

1093.4









mN

cmN

Si

Si

 
322

6
1093.4

10

 m
N

N Si
prim

. 
 

ZADATAK 2. U uzorku Ge nalazi se 1023 atoma Sb po m3. Uzimajući da su pri sobnoj 

temperaturi svi atomi Sb jonizovani odrediti koncentraciju elektrona i šupljina. Širina zabranjene 

zone u germanijumu je Eg = 0.75eV. 

 

Rešenje: 

Sb - donorska primesa  ND = 1023 m-3 

n  ND = 1023 m-3 

n

n
pnnp i

i

2
2 

 





































kT

E

h

kTm

h

kTm

kT

E
NNn

gpng

vci exp
2

2
2

2exp

2/3

2

2/3

2

2


 
smatramo da je mn = mp = m0 




















kT

E

h

kTm
n

g

i exp
2

4

3

2

02 

 

315

3

2

0

2

1062.1

exp
2

4




















 m
N

kT

E

h

kTm

N

n
p

D

g

D

i



 

 

ZADATAK 3. Za Ge koji sadrži 51022m-3 atoma As i 1022m-3 atoma Ga izračunati položaj 

Fermijevog nivoa u odnosu na dno provodne zone na T=300K. Efektivna gustina stanja u 

provodnoj zoni je NC=1025m-3, a koncentracija sopstvenih nosilaca ni=21019m-3. Smatrati da su 

na datoj temperaturi sve primese jonizovane. 
 

Rešenje: 

Iz jednačine elektroneutralnosti: 

dDaA nNppNn 
  

ako su sve primese jonizovane, sledi da je pa=nd = 0, jednačina elektroneutralnosti ima oblik: 
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DA NpNn   

n

n
pnnp i

i

2
2 

 

nN
n

n
Nn D

i
A 

2

 
  022  iAD nnNNn

 

 

2

4
2

2,1

iADAD nNNNN
n




 
322104  mNN AD         

  22
4 iAD nNN 

 
322104  mNNn AD  








 


kT

EE
Nn

fc

c exp

 

JeV
n

N
kTEE C

fC

201028.214.0ln   

ZADATAK 4. Sopstvena specifična električna otpornost Ge na T=300K je =0.47m. 

Pokretljivost elektrona i šupljina kod Ge zavisi od temperature na sledeći 

način:        n=3.5103T-1.67m2/Vs i p=9.1104T-2.3m2/Vs. Izračunati sopstvenu koncentraciju 

nosilaca naelektrisanja. 

 

Rešenje: 

 



1

 pnien

 

 
pn

i
e

n
 


1

 

 
Vs

m
n

2
67.13 255.0300105.3 




 

 
Vs

m
p

2
3.24 183.0300101.9 




 
3181036.30  mni  

 

ZADATAK 5.  

a) Izračunati vrednost Holovog koeficijenta u Na i InSb i uporediti ih. Na kristališe u ZCK 

kubnom sistemu sa konstantom rešetke a=0.428nm. Širina zabranjene zone u InSb je 

Eg=0.15eV, efektivna masa elektrona je mn*=0.014 m0, a šupljina mp*=0.18 m0, 

pokretljivosti su n=0.5m2/Vs i p=0.015m2/Vs. 

b) Izračunati Holov napon u oba slučaja ako su obe pločice dimenzija 20x1x1mm. Uzorak 

Na priključen je na idealni strujni generator struje 100mA, a uzorak InSb na idealni 

naponski generator napona 5V, pri indukciji magnetnog polja 0.1T. Oba uzorka se nalaze 

na sobnoj temperaturi T=300K. 
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Rešenje: 

a) Na- jednovalentan metal: 

 

ne
RH

1
  

ZCK rešetka   ni=2 

C

m

ne
R

a
n

H

3
10

3

1045.2
1

2





 

InSb: 

C

m
R

mn

mN

mN

h

kTm
N

h

kTm
N

kT

E
NNn

en
R

H

i

V

C

p

V

n
C

g

VCi

pni

np

H

3
4

322

324

322

2/3

2

2/3

2

2

22

1057.3

1057.1

1092.1

1015.4

2
2

2
2

2
exp

)(












































































 

b) Holov napon je: 

h

BIR
U H

H   

Na:  

UH=2.48510-9V 

InSb:   

    1132219 1029.1015.05.01057.1106.1   men npi   

m 41073.7
1


  
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 
46.15

101

1020
1073.7

23

3
4 











S

l
R   

mA
R

U
I 323  

UH=11.5mV 

 

ZADATAK 6. 
a) Izračunati vrednost Holovog koeficijenta u Ca i GaAs  na 300K i uporediti ih. Ca 

kristališe u PCK kubnom sistemu sa konstantom rešetke a=0.558nm. Širina zabranjene 

zone u GaAs je Eg=1.42eV, efektivna masa elektrona je mn*=0.068m0, a šupljina 

mp*=0.50m0, pokretljivosti su n=0.85m2/Vs i p=0.045m2/Vs. 

b) Izračunati Holov napon u oba slučaja u pločicama debljine h=0.75mm ako se kroz njih 

propušta struja jačine 125mA pri indukciji magnetnog polja 0.1T. 

Rešenje: 

 

a) Ca je dvovalentni metal, tako da je: 

ne
RH

2

1
  

Kako je PCK tip rešetke, ni=4, sledi: 

 

C

m

ne
R

m
a

n

H

3
10

1928

328

393

103581
1061103022

1

2

1

10302
105580

44



















.
..

.
.
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GaAs: 

C

m
R

mn

mN

mN

h

kTm
N

h

kTm
N

kT

E
NNn

en
R

H

i

V

C

p

V

n
C

g

VCi

pni

np

H

3
6

312

23

19
2423

324

323

2/3

2

2/3

2

2

22

1035.2

1039.2
3001038.12

106.142.1
exp1086.81044.4

1086.8

1044.4

2
2

2
2

2
exp

)(
























































































 

b) Holov napon se izračunava direktnom primenom formule: 

h

BIR
U H

H  . 

ZADATAK 7. Posmatra se uzorak monokristalnog Si, dimenzija 1cmx1cmx1cm, na temperaturi 

T=300K.  

a) Izračunati električnu otpornost nedopiranog uzorka Si čija je sopstvena koncentracija 

nosilaca naelektrisanja ni=1.451010cm-3 a pokretljivosti elektrona n=1350cm2V-1s-1 i  

šupljina p=450cm2V-1s-1. 

b) Ako se Si dopira As (primesom n-tipa) koncentracije 1016 cm-3, izračunati električnu 

otpornost uzorka smatrajući da su na na datoj temperaturi (T=300K) sve primese 

jonizovane i da su pokretljivosti nosilaca naelektrisanja iste kao u nedopiranom uzorku. 

 

Rešenje: 

a)  

)( pnne    )4501350(106.11045.1 11211219310   sVcmsVcmCcm  

1161017.4   cm  

cm 51039.2
1


  
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
S

l
R   51039.2  

b) Za dopirani Si 

DNn  =1016cm-3; 

nne  =1.610-19 11016 1350 = 2.16(cm)-1 

cm 462.0
1


 ;  

S

l
R  0.462 

 

ZADATAK 8. Ravnotežne koncentracije nosilaca naelektrisanja u nekom poluprovodniku na 

nekoj temperaturi iznose n = 1017 cm3 i p = 105 cm3. Efektivni brojevi kvantnih stanja dna 

provodne i vrha valentne zone na toj temperaturi iznose Nc = Nv = 1020 cm3, a Fermijev nivo je 

od dna provodne zone udaljen 0.22 eV. Izračunati temperaturu datog poluprovodnika (u oC) i 

širinu zabranjene zone poluprovodnika na toj temperaturi. Boltzmannova konstanta iznosi 

k = 8.62105 eV/K. 

 

Rešenje: 

 

Koncentracija elektrona u provodnoj zoni data je izrazom:  










 


kT

EE
Nn

fc

c exp  

Transformacijom ovog izraza dobija se: 

n

N

EE
kT

c

fc

ln




 

Zamenom brojnih vrednosti dobija se: eVkT 03185.0 . 

Odavde se dobija temperatura poluprovodnika: 
KT 5.369  

CT o5.96  

Korišćenjem zakona o dejstvu masa može se doći do sledeće jednačine: 











kT

E
NNpnn

g

vci
exp2  

Transformacijom ovog izraza dobija se: 

pn

NN
kTE vc

g


 ln  

Zamenom brojnih vrednosti dobija se: 

eVEg 32.1 . 

 

ZADATAK 9. Odrediti koncentraciju donorskih primesa kojom mora biti dopiran silicijum da bi 

na 300 K imao koncentraciju elektrona dvostruko veću od koncentracije šupljina. Koncentracija 

sopstvenih nosilaca u silicijumu na sobnoj temperaturi (300 K) je ni = 1.131010 cm3. 
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Rešenje: 

 

Za poluprovodnike važi zakon o dejstvu masa: 
2
inpn   

Dato je da je koncentracija elektrona dvostruko veća od koncentracije šupljina: 
pn 2  

Zamenom u prethodni izraz dobija se: 
22 inpp   

222 inp   

Odavde se zamenom brojnih vrednosti dobija: 

310
10

108.0
2

1013.1

2




 cm
n

p i  

Korišćenjem zakona o dejstvu masa dobija se: 

  310

9

2102

106.1
108

1013.1 



 cm

p

n
n i  

Kako su na sobnoj temperaturi sve primese jonizovane onda važi: 

DA NpNn   

Nema akceptorskih primesa, pa važi: 

0AN  

Zamenom brojnih vrednosti dobija se: 
310108.0  cmpnND
 

 

ZADATAK 10. Izračunati položaj Fermijevog nivoa u odnosu na odgovarajuću zonu na 350 K 

za silicijum koji je: 

a) dopiran donorskim primesama koncentracije ND = 1016 cm3, 

b) dopiran akceptorskim primesama koncentracije NA = 1016 cm3.  

Koncentracija sopstvenih nosilaca u silicijumu na sobnoj temperaturi (300 K) je 

ni = 1.131010 cm3, a Eg (300 K)=1.12 eV i Eg (350 K)=1.1 eV. Sopstvena koncentracija nosilaca 

naelektrisanja u funkciji temperature menja se po zakonu  










kT

TE
TAn

g
i

2

)(
exp2

3

. 

Boltzmannova konstanta iznosi k = 8.62105 eV/K.  

Poznato je da je koncentracija elektrona u provodnoj zoni data izrazom:  

 








 


kT

EE
Nn

fc

c exp ,         

gde se efektivni broj stanja sveden na dno provodne zone izračunava na osnovu izraza:  

 3
2/3

19

300
108.2 









 cm

T
Nc

 , 

a koncentracija šupljina u valentnoj zoni data je izrazom: 
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 








 


kT

EE
Np

vf

v exp ,         

gde se efektivni broj stanja sveden na vrh valentne zone izračunava na osnovu izraza:  

3
2/3

19

300
1008.1 









 cm

T
Nv

. 

 

Rešenje: 

 

Sopstvena koncentracija nosilaca naelektrisanja u funkciji temperature menja se po zakonu  











kT

TE
TAn

g
i

2

)(
exp2

3

      ................(1) 

Možemo odrediti konstantu A na osnovu podataka za 300 K: 

Iz (1) se dobija: 2/33152

3

105216912.5
3002

)300(
exp300)300( 













 Kcm

k

E
nA

g

i
 

 

Sada možemo da odredimo ni na temperaturi 350 K: 

311

5
2

3

15 10375.4
3501062.82

1.1
exp350105216912.5)350( 













 cmni

 

 

a) silicijum dopiran donorskim primesama koncentracije ND = 1016 cm3 

 
31110375.4  cmni
 

nND = 1016 cm3 










 


kT

EE
Nn

fc

c exp , odavde može da se izrazi 
fc EE  : 




















D

cc
fc

N

N
kT

n

N
kTEE lnln ................(2) 

Treba proračunati NC na 350 K: 

  319
2/3

19 1053.3
300

350
108.2350 








 cmKNc

 

Zamenom brojnih vrednosti u (2) dobijamo: 

eVEE fc 246.0
10

1053.3
ln3501062.8

16

19
5 












 
   
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b) silicijum dopiran akceptorskim primesama koncentracije NA = 1016 cm3 

 
31110375.4  cmni
 

pNA = 1016 cm3 










 


kT

EE
Np

vf

v exp , odavde može da se izrazi 
vf EE  : 




















A

vv
vf

N

N
kT

p

N
kTEE lnln ................(3) 

Treba proračunati Nv na 350 K: 

  319
2/3

19 1036.1
300

350
1008.1350 








 cmKNv

 

Zamenom brojnih vrednosti u (3) dobijamo: 

eVEE vf 218.0
10

1036.1
ln3501062.8

16

19
5 












 
   

 

 

 

ZADATAK 11. Broj atoma u silicijumu je Nat = 51022 atoma/cm3. Ako se silicijumu dodaju 

donorske primese u odnosu 1 atom primesa na 108 atoma silicijuma, naći promenu specifične 

električne otpornosti u odnosu na sopstveni (besprimesni) poluprovodnik na sobnoj temperaturi.  

Koncentracija sopstvenih nosilaca u silicijumu na sobnoj temperaturi (300 K) je 

ni = 1.131010 cm3, a pokretljivosti elektrona i šupljina su n = 1450 cm2/Vs i p = 500 cm2/Vs. 
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Rešenje: 

 

Kada je poznata pokretljivost šupljina i elektrona, kao i njihova koncentracija u poluprovodniku, 

specifična provodnost se izračunava prema izrazu: 

)( pn pnq     

Specifična otpornost je onda: 

)(

11

pn pnq 



  

U čistom (sopstvenom) poluprovodniku koncentracija slobodnih elektrona je jednaka 

koncentraciji šupljina: 

n = p = ni  

Sada jednačina za specifičnu otpornost postaje: 

cm
qn pni

i 


 51083.2
)(

1


   

Koncentracija donorskih primesa izračunava se na sledeći način: 

314314

8
105/105

10

 cmcmat
N

N at
d  

S obzirom da su sve primese jonizovane na sobnoj temperaturi, onda je: 

n ≈ Nd = 51014 cm3  

Koncentracija šupljina se onda računa na sledeći način:  

35
2

1038.3  cm
n

n
p i  

Specifična otpornost poluprovodnika se izračunava na sledeći način: 

)(

1

pn pnq 



  .......(1)  

Za poluprovodnik n-tipa važi: 

p n   .......(2) 

Iz (1) i (2) sledi: 

cm
qn n

n  62.8
1


  

Odnos specifične otpornosti pre i posle dopiranja je: 

32830
n

i



  

Dodavanjem primesa specifična električna otpornost silicijuma se smanjila 3.3104 puta. 
 

ZADATAK 12. Otpornost nekog poluprovodnika po jedinici dužine iznosi R’ =2 /cm. 

Koncentracija elektrona u poluprovodniku iznosi n = 1.251017 cm3. Ako struja kroz uzorak 

kružnog poprečnog preseka prečnika d = 1 mm iznosi I = 157 mA naći pokretljivost elektrona, 

specifičnu provodnost i driftovsku brzinu elektrona. 
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Rešenje: 

 

Zavisnost brzine nosilaca (driftovska brzina) od električnog polja može se izraziti na sledeći 

način: 

Knn     

Otpornost poluprovodnika je: 

S

l
R    

Otpornost po jedinici dužine je: 

l

R

S
R 


'   

S obzirom da se radi o poluprovodniku n-tipa ( nqn  ) otpornost po jedinici dužine može se 

izraziti na sledeći način: 

SqnS
R

n

11
'   

Odavde se za pokretljivost elektrona dobija: 

SqnR
n '

1
    

S obzirom da je poluprovodnik kružnog poprečnog preseka njegova površina je: 
232 1085.7)2/( cmdS    

Vs

cm
n

2

7.3184  

Specifična provodnost je sada: 

nqn   
1)(69.63  cm  

Gustina struje kroz uzorak iznosi: 

2
20

cm

A

S

I
J   

KJ     


J
K   

cm

V
K 314.0  

Na osnovu ovoga za driftovsku brzinu se dobija: 

Enn     

s

cm
n 1000  
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ZADATAK 13. Specifična električna otpornost silicijuma p-tipa na sobnoj temperaturi je 

0.5 cm. Pod uticajem svetlosti u poluprovodniku se generiše 21016 dodatnih parova elektron-

šupljina po cm3. Odrediti procentualnu promenu specifične električne otpornosti uzrokovanu 

dejstvom izvora svetlosti. Poznato je da je na sobnoj temperaturi (300 K): n = 1450 cm2/Vs, 

p = 500 cm2/Vs, i ni = 1.131010 cm3. 

 

Rešenje: 

 

Poluprovodnik p-tipa  

)(

1

pn pnq 



  .......(1)  

n  p   .......(2) 

 

Iz (1) i (2) sledi da je specifična otpornost poluprovodnika p-tipa: 

 

pqp


1
  

Iz prethodnog izraza možemo izračunati koncentraciju šupljina: 

316105.2
1  cm

q
p

p
 

Koncentracija elektrona se onda računa na sledeći način:  

3
2

6.5107  cm
p

n
n i  

Pod dejstvom svetlosti generišu se parovi elektron-šupljina 
316102  cmpn  

Koncentracije elektrona i šupljina sada iznose: 

ppp 1  

nnn 1  

Zamenom brojnih vrednosti dobija se: 
316

1 105.4  cmp  
316

1 102  cmn  

Na osnovu izraza (1) za specifičnu električnu otpornost se dobija: 

)(

1

11

1

pn pnq 



  

cm 12.01  

1   

cm 38.0  

%76





 

Procentualna promena specifične električne otpornosti uzrokovana dejstvom izvora svetlosti 

iznosi 76%. 
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8. DIELEKTRIČNI MATERIJALI 
 

TEORIJSKI PREGLED 

Dielektrici su materijali koji ne sadrže slobodne elektrone. Elementarna naelektrisanja vezana su 

elastičnim unutrašnjim atomskim i molekularnih silama u dielektriku i mogu se pomerati samo 

na malim rastojanjima pod dejstvom spoljašnjeg električnog polja. Širina zabranjene zone Eg je 

mnogo veća nego kod ostalih vrsta materijala (veća od 3eV). Kada se dielektrik unese u 

spoljašnje električno polje, na čestice deluju elektrostatičke sile. Pod dejstvom tih sila pozitivno 

naelektrisane čestice se pomeraju u pravcu i smeru spoljašnjeg električnog polja, a negativno 

naelektrisane čestice u suprotnom smeru. Pomeranje je na mikroskopski male dužine jer se 

dejstvu elektrostatičkih sila suprostavljaju unutrašnje sile. Ako je dielektrik izotropni, tj. takav da 

su električne osobine iste u svim pravcima, to bi makroskopski efekti polarizacije trebalo da 

budu isti za sve izotropne dielektrike. Dielektrici se mogu podeliti na nepolarne i polarne. 

 

Nepolarni dielektrici – u nepobuĎenom dielektriku je raspored elementarnih  nosioca 

naelektrisanja takav da se molekuli ponašaju električno neutralno u odnosu na svoju okolinu, tj. u 

odsustvu električnog polja centri pozitivnog i negativnog naelektrisanja u molekulu se poklapaju. 

Kada se priključi električno polje dolazi do pomeranja centara naelektrisanja (javlja se 

indukovani dipolni momenat). 

 

Polarni dielektrici – u nepobuĎenom dielektriku su centri pozitivnog i negativnog naelektrisanja 

u molekulu ne poklapaju (meĎusobno su pomereni) i pri tom obrazuju električne dipole. Dakle, 

postoje stalni dipolni momenti koji se priključivanjem električnog polja orijentišu u pravcu polja. 

 

Dipolni momenat. Unešeni atom u spoljašnje električno polje se deformiše, jer će pod dejstvom 

polja, kojima se suprostavljaju unutrašnje sile, zauzimaju novi položaj ravnoteže. Ako je 

pomeranje nosilaca (pozitivnog i negativnog) jednako nekom malom rastojanju d, jezgro i 

elektronski omotač obrazuju električni dipol, momenta: 

dqp


  

pri čemu osa dipola ima prava i orijentaciju spoljašnjeg električnog polja. Jedinica je Cm ili 

Asm. 

 

Vektor polarizacije. Veličina koja karakteriše stanje polarizacije dielektrika, definiše se kao Σp 

- vektorski zbir momenata električnih dipola u elementu zapremine dielektrika dV. Za nepolarni i 

homogeno polarizovani dielektrik, intenzitet vektora polarizacije srazmeran je sa N – brojem 

molekula dielektrika u jedinici zapremine:  

pN
V

p
P 








 

Jedinica je As/m
2
. 

 

Dielektrična indukcija ili dielektrični pomeraj se definiše kao: 

PKD


 0  

 



ELEKTRONSKI FAKULTET   Katedra za mikroelektroniku 

MATERIJALI ZA ELEKTRONIKU 

Računske vežbe 

 

gde je K jačina polja, ε0 dielektrična propustljivost vakuuma  (ε0=8.85·10
-12

F/m). Za linearne 

dielektrike postoji linearna zavisnost polja i vektora polarizacije: 

KKP e   0


 

  KKKKKD ree   0000 1


 

gde je χe- dielektrična susceptibilnost,  εr- relativna dielektrična konstanta i  ε-apsolutna 

dielektrična konstanta, α – polarizabilnost. Nelinearni dielektrici imaju nelinearnu zavisnost 

D(K), zavisnost P(K) ima histerezisni karakter.  

 

Lokalno polje je rezultujuće polje koje deluje na molekul u dielektriku uslovljeno postojanjem 

slobodnih naelektrisanja na elektrodama na koje je priključen materijal, vezanih naelektrisanja i 

naelektrisanja svih molekula: 

03

P
KK l



  

gde je K – srednje makroskopsko polje. Za linearne dielektrike se pokazuje: 

 KKP re 100  


 

 
KKK r

l

0

0

3

1



 
  

KK r
l

3

2



. 

U specijalnom slučaju kada je:  

KK lr 1 . 

 

Klauzijus - Mosotijeva jednačina za linearne dielektrike povezuje dielektričnu propustljivost εr 

sa koficijentom polarizacije molekula α i koncentracije molekula N: 

pNP

  

lKp 


 

 

 
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2
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

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






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

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r
l

N
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KNKNP




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



 

)(
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1
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jde

r

r NN














 

gde su αe – elektronska polarizabilnost, αd – dipolna polarizabilnost, αj – jonska polarizabilnost. 

 

Vrste polarizacija. Spontana polarizacija je polarizacija u dielektricima kada nisu izloženi 

dejstvu spoljašnjeg polja i različita je od nule. Pod dejstvom polja, polarizacija može biti: 

elektronska, jonska, orijentaciona (dipolna), piezoelektrična, piroelektrična, elektretna 

polarizacija.  
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Elektronska polarizacija je polarizacija u kojoj dolazi do deformacije elektronske orbitale, tj. 

pomeranja elektrona u odnosu na atomsko jezgro u pravcu polja (slika 1). Elektronska 

polarizabilnost je: 
3

004 re    

gde je r0 – radijus atoma. Za α = αe, važi da je εr = n
2
, gde je n indeks prelamanja. Vreme 

uspostavljanja polarizacije od trenutka priključenja dielektrika na napon (polje) je 10
-14 

do 10
-15

s. 

 

 
Slika 1. Ilustracija elektronske polarizacije 

 

Jonska polarizacija se javlja u jonskim jedinjenjima kod kojih dolazi do pomeranja jona jednih 

u odnosu na druge pod dejstvom polja. Slika 2 ilustruje jonsku polarizaciju: lanac jona u kristalu 

NaCl u odsustvu električnog polja ima neto dipolni momenat po jonu jednak nuli, u prisustvu 

spoljašnjeg polja joni se pomeraju, što ima za posledicu stvaranje dipolnog momenta po jonu. 

Vreme uspostavljanja jonske polarizacije je 10
-12 

do 10
-13 

s. 

 
Slika 2. Ilustracija jonske polarizacije 

 

Dipolna (orjentaciona) polarizacija podrazumeva usmeravanje polarnih molekula pod 

dejstvom polja kod kojih postoji stalni dipolni momenat. Dipolna polarizabilnost se definiše kao: 

kT

p
d

3

2

 . 

Slika 3 ilustruje dipolnu polarizaciju: molekul HCl ima stalni dipolni momenat (a); u odsustvu 

polja, a zbog termičkih vibracija molekula, dipolni momenti su haotično rasporeĎeni (b). U 

prisustvu polja dipol rotira pod dejstvom momenta sile (c). Dipolni momenti teže da zauzmu 

pravac električnog polja (d). Vreme uspostavljanja je duže nego kod deformacionih polarizacija, 

zato se još zove spora ili relaksaciona. 
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Slika 3. Ilustracija dipolne polarizacije 

 

Kod svih vrsta dielektrika postoji elektronska polarizacija αe. Ukupna polarizacija jednaka je 

zbiru elektronske, jonske i dipolne polarizacije: 

jde   . 

Feroelektrični materijali spadaju u grupu nelinearnih dielektrika. U odsustvu električnog polja 

poseduju spontanu polarizaciju zbog razdvajanja pozitivnog i negativnog naelektrisanja u 

kristalu. Tipičan predstavnik je barijum titanat (BaTiO3) koji iznad 130°C ima kubnu kristalnu 

strukturu i spontana polarizacija je jednaka nuli, meĎutim na nižim temperaturama od kritične 

ima teragonalnu kristalnu strukturu i polarisan je i bez prisustva električnog polja. Kritična 

temperatura iznad koje prestaju feroelektrična svojstva naziva se Kirijevom temperaturom TC. 

Materijal prelazi iz feroelektričnog u paraelektrično stanje na Kirijevoj temperaturi- kada je 

spontana polarizacija PS jednaka nuli (slika 4).  

 

 
Slika 4. Zavisnost polarizacije od temperature kod feroelektričnih materijala 

 

Domen je oblast u feroelektričnom materijalu koja je do odreĎene temperature ili u odreĎenom 

temperaturnom intervalu, spontano polarizovana. U ovim oblastima su, pri vrlo niskim 

temperaturama, svi električni momenti dipola molekula orijentisani u istom pravcu i smeru. 

Domeni su različitno orijentisani jedan u odnosu na drugi. Formiranje domena snižava 

elektrostatičku energiju. Domenski (Blohov) zid predstavlja prelaznu oblast u kojoj se vektor 

spontane polarizacije postepeno preorijentiše (slika 5). 
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Slika 5. Domeni i Blohov zid 

 

Zavisnost polarizacije od električnog polja K data je na slici 6. Kada se polje poveća od 0 do 

neke maksimalne vrednosti (Kmax), polarizacija će se menjati kao na krivoj 0-1. Kriva 0-1 se 

može zameniti pravom linijom pri dovoljno jakim poljima, kada P ne zavisi od K (tada je 

feroelektrični materijal polarizovan do zasićenja PS). Smanjivanjem polja K smanjivaće se i 

polarizacija P po krivoj 1-2. Kada je polje K=0, polarizacija će biti različita od nule, biće jednaka 

Pr, tzv. zaostala polarizacija. Tako je feroelektrični materijal polarizovan i kada nema polja. Ako 

se polje povećava u suprotnom smeru, onda se smanjuje i polarizacija (2-3) do nule, pri polju Ec 

(koercitivno polje). Ako se dalje polje menja do –Kmax, pa zatim do Kmax, onda će se ukupna 

P(K) zavisnost menjati po zatvorenoj krivoj (dielektrični histerezis). Ovo ponašanje se 

objašnjava pojavom domena. Slična zavisnost postoji i za D(K). 

 
Slika 6. Zavisnost polarizacije od električnog polja kod feroelektričnih materijala 

 

Piezoelektrični materijali takoĎe spadaju u grupu nelinearnih dielektrika. Piezoelektrični 

materijali izloženi dejstvu mehaničke sile na svojoj površini indukuju naelektrisanje koje je 

proporcionalno primenjenoj sili. Do direktnog piezoelektričnog efekta dolazi kada se materijal 

savija, uvija, pritiska. Kada se na komad piezoelektričnog materijala primeni napon u njemu se 

generiše naprezanje, što se naziva inverzni piezoelektrični efekat. Piezoelektrični materijali su 

SiO2 (kvarc), PZT keramika, BaTiO
3
… Ilustracija direknog i inverznog piezo efekta data je na 

slici 7. 

 
Slika 7. Ilustracija direktnog i inverznog piezoelektričnog efekta 
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